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HAUPTAUFSÄTZE 


Zur Stabilität der 


dünnwandigen Hohlkugel unter gleichmäßigem Außendruck. 
Von E. SCHWERIN in Charlottenburg. 


n einer 1915 veröflentlichten Arbeit!) hat Zoelly die Stabilität dünner zvlindrischer 

und kugelförmiger Schalen untersucht und dabei u. a. auch das Problem der geschlos 

senen, unter gleichmäßigem Außendruck stehenden dünnen Hohlkugel behandelt, für 
die er ebenso wie für die flache Kugelschale unter der Voraussetzung, daß das Aus- 
knieken symmetrisch in bezug auf die Vertikalachse erfolgt, als kleinstmöglichen 
Wert des kritischen Druckes findet: 


0? 2 


- 


Pnin = EV z : 
a V3(ı1 -0°) 

wenn E die Elastizitätszahl, 5 die Querkontraktionszahl, ö die Wandstärke, a der Halb- 
messer der Mittelkugel. 

Bei dieser Untersuchung wurden jedoch nur solche Ausknickungsformen der 
Meridianlinie betrachtet, die auch zum ÄAequator symmetrisch verlaufen, während 
über die in bezug auf den Aequator unsymmetrisch»n Meridianformen nur gesagt wurde, 
daß sie infolge der großen Zahl der beim Ausknicken auftretenden Wellen ohne Einfluß 
auf den Wert des kritischen Druckes seien, so daß für den letzteren also in jedem Falle 
der oben angeführte Grenzwert angenommen werden könne. 

In der vorliegenden Arbeit sollen nun die in bezug auf den Aequator unsvmme- 
trischen Ausknickungsformen nicht von vornherein ausgeschlossen bleiben; vielmehr soll 
gezeigt werden, wie ohne jede vorherige willkürliche Annahme über die Form der aus- 
geknickten Meridianlinie allein aus den mechanischen Bedingungen des Problems und 


y .. . T . . . . . 
dem Verhalten der Lösungen an der Stelle 9 = „ sich das Knickkriterium in ganz 


zwangloser Weise ableiten läßt. Hierbei wird ‚sich zeigen, daß beide Ausknickungs- 
formen gewissermaßen gleichberechtigt sind und kritische Drucke ergeben können. 


) Zoelly, Ueber ein Kniekungsproblem an der Kugelschale, Diss., Zürich, Technische Hoch- 
schule, 1915, 
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1. Aufstellung der Hauptgleichung des Problems. Eine allseitig geschlossene 
dünne Hohlkugel von der Wandstärke Öö, dem Halbmesser der Mittelkugel « aus homo- 
genem Material (Klastizitätszahl # und Querkontraktionszahl 0) sei durch gleichmäßigen, 
radial gerichteten Außendruck belastet, und es möge sich darum handeln, denjenigen 
kritischen Wert des Außendruckes zu bestimmen, bei dem zuerst ein Einbeulen der 
Schale auftritt. 

Zu diesem Zweck werde in einem Punkt P, dessen 
laage auf der Kugel durch den Längenwinkel y und das 
Komplement der Breite V bestimmt sei, ein von zwei un- 
endlich benachbarten Längs- und Breitenkreisen begrenztes 
Kugelelement herausgeschnitten und es werde P zum An- 

deguator fangspunkt eines Koordinatensystems gewählt, dessen 
x-,y, = Achsen mit den Tangenten an den Längen-, den 
Breitenkreis und mit dem nach außen weisenden Kugel- 
radius zusammeniallen mögen. 

Auf die nach wachsendem V und 9 hin gelegenen 
Seitenflächen des Elementes wirken dann bei rotations- 
symmetrischer Belastung Kräfte und Momente, deren auf 
die Längeneinheit und die ganze Wandstärke öÖ bezogene 
Resultanten folgendermaßen bezeichnet seien: 

längs des Breitenkreis-Schnittes: gleichmäßig über 
die Wandstärke verteilte Normalspannungen, als Zug 
spannungen positiv, Resultierende 71; linear mit dem Ab- 
stand von der Mittelkugel anwachsende Biegungsspannun- 

Orundrijs gen, statisch gleichwertig einem Kräftepaar vom Moment G\, 

positiv, wenn auf Zubiegung der Schale hinwirkend; 
Schubspannungen in Richtung der z-Achse, Resultierende N;: 

längs des Meridian-Schnittes: analoge Spannungsresultanten 7, und Spannungs- 
momente G,, gleichfalls als zubiegende \lomente positiv. 

Die aul die Oberflächeneinheit bezogenen Komponenten der äußeren Belastung 
seien X, Y, Z, ın Richtung der entsprechenden Achsen wirkend. 

Die Formänderung der Schale sei durch folgende Größen gekennzeichnet: 





“, :e in die Richtungen der X- bezw. Z-Achse fallende Komponenten der Gesamtver 

schiebung des Punktes P 
&,, & in der Mittelfläche gemessene Dehnungen in Richtung der Meridian- bezw. Breiten 

kreistangente. 

‘ı, #3 Krümmungsänderungen im Meridian- bezw. Breitenkreisschnitt, als Aufbiegungen 
positiv. 

Um nun die Grundgleichungen des vorliegenden Problems anzusetzen, gehen wir 
von den von Love‘) angegebenen allgemeinen Beziehungen fir dünne Schalen aus, die 
wir auf den hier vorliegenden Fall der Kugelschale anwenden. Hierbei werde voraus- 
sesetzt, daß das Ausknicken rotationssymmetrisch erfolgt, und dab der Anfangspunkt des 
Koordinatensystems in den Mittelpunkt der zuerst auftretenden Einbeulung gelegt wird. 
Da man sich auf kleine Abweichungen erster Ordnung von der ursprünglichen Kugelform 
beschränken darf, genügt es, in den Loveschen Ausdricken zu setzen: 


A a, B +4 sin U", & == J, R, — Ry — A 


Beachtet man, daß, wie bei allen Stabilitätsproblemen, auch hier die Gleichgewichts 
und Formänderungsbedingungen in der für die deformierte Schale gültigen Form an- 
resetzt werden müssen, so ergeben sich auf diesem Wege folgende Gleichgewichtsbedin 
rungen, wobei zur Abkürzung Differentiationen nach ' durch " gekennzeichnet seien: 


m n 
T, sin 9) — Tr’ + Nıgı' +aX sin d 0 

(X, sin 9) —q Tı sind + T,p! +aZ sind = 0 Be % (1% 
(G, sin 9) —@a ra — N, a sin V a 

wo 

w Be 2 j w' u\ R w—u , 
r3 = (OS NW —t- sın u L qMı = ]ı — ( ) pr = —sin NW) cos RN) (2), 

A a A 


l 


) Love, Treatise on the Theory of Elastieity \1906 deutsch von A. Timpe, Leipzig 1907, 
Teubner. S. 612 13 und 594 97 
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während die Beziehungen zwischen Spannungen und Formänderungen lauten: 


as = u + u, ag = wtuotV . . . ... 2), 
au —v, ar = (wW—u) 09 . . ....6), 
12D, I2D 
= .„ (+08), I} - ‚(&+68) - ie OR 
N? RAY 
Gh = D(x, +0%), (73 ee 2 9 Er ) 


Mit Rücksicht auf (2) lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen (1) auch in der 
Form schreiben: 


T'+T,ctgo T, (tg 9 +amnte9) + Nı(l—arnı)taX —=0 
Nı +Nı ctg V - Tı(l—azı T,ll—awm) +aZ — I) ‚IE, 
GL + (Gr, etg ı) G3, (et U —+ A% tg 3 Na —— 0 \ 


Solange nun der Außendruck » einen gewissen Wert nicht überschreitet, die Schale 
also noch die ursprüngliche Kugelform besitzt, wird ein Spannungszustand vorhanden 
sein, der durch folgende Werte der Spannungen und Formänderungen, die durch den 
Index 0 gekennzeichnet seien, bestimmt ist: 


I) ryy dp Y Y 
/ | 2 Ts i . N} _— () r (71 — G3 _— 0) r 71 Ay 0 
u i ( 
ap 1 [71 a’p 1 Ö 
l = 90 = R 4 U. Ww== 
2 EO 2  Eo0 


Erreicht jedoch der Druck den kritischen Wert, so wird neben diesem Grund- 
zustand noch ein anderer, demselben gewissermaßen benachbarter, mit nur sehr wenig 
von ersterem verschiedenen Spannungen und Formänderungen möglich sein, der gleich- 
falls die Randbedingungen befriedigt. Bezeichnet man also die Spannungen und Ver- 
schiebungen dieses letzteren Zustandes mit gewöhnlichen Buchstaben, die zum Ausgangs 
zustand (6) hinzuzufügenden, sehr kleinen Zusatzspannungen und Verschiebungen durch 
überstrichene Buchstaben, so hat man: 


Nı=Nıo+N) uU = U ru Z= Z+ YA, 


. - (7), 
(77 = (77 + (7 vr == r W X == X — x) 
Usw., 
wo also N, G, usw. sehr kleine Größen darstellen und Z = pP, Ao = 0 zu setzen ist. 


Fiihrt man (7) in die Gl. (1) bis (5) ein, so erhält man unter Vernachlässigung 
der Produkte der sehr kleinen Größen: 


2 
u —- { T, T,) cite U — N} — ax = £- 49 tg u 
2 
pa? 


Nı + N tg 9—(T, +T)+taZ=+ (#ı + %3), 


während Gl. (2) bis (5) unverändert, nur mit überstrichenen Größen zu denken sind. 


2. Integration der Hauptgleichung. Das vorstehende Gleichungssystem läßt 
sich nun nach Zoelly!) in folgender Weise auf eine einzige Gleichung reduzieren und 
integrieren °). 

Die aus den Gl. (2) und (3) folgende Beziehung 


Bu en 1. . 


= antg0 —= 8’ —(&1 — 85) cot Ü 


a 
ergibt, wenn in derselben & & durch 7, 7, nach Gl. (4) ersetzt werden: 
T’ + 7’ — TN(1+0)—-(NM—T3)(1 + 6) cot® Köarntg%. 

Addiert man hierzu die mit (1+ 6) multiplizierte erste Gl. (8), sowie die zweite, 
differenzierte Gl. (5), so erhält man bei Benutzung des von Meißner’) eingeführten 
homogenen Differentialoperators: 

L(U) U" + U 609 — U ctg’% 
folgende Gleichung: 
L(Nı) + 0 +atZ + X(1+0)} = Edaste9® + 


y 
pa J r.' -\. ‘y) 
= [xı + % {1-+ 6) % te). 


) A.a.0O. Die hier gegebene Ableitung deckt sich im wesentlichen mit der Zoellvschen. 


‘) Die Striche über den Buchstaben werden im folgenden fortgelassen 
') Meißner, Das Elastizitätsproblem diinner Schalen usw., Phys. Ztischr. (14) 1913, S. 343 fi 
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Setzt man hierin: 


Edu ; a 12a? s E 
ii 79 tg u) = IN )* — - (1 —0%) Nı — N 
A u S? 
und beachtet, daß nach (3): 
1} 73 ”ı 
/ı — (wle#) Br a Se Sc 
zu Eda 


so folgt schließlich als erste Hauptgleichung des Problems: 


j - ao > ‚2 ad r r 
L(N)+No+alZ2+Xı+o)|=4’K + = II(K)— K(2-+09)]. . (10). 
f | 


4 


Andererseits }assen sich @,@s bei Brachtauang von (9) allein durch % bezw. K aus- 
drücken. Setzt man diese für (ı,G@G,s erhaltenen Weıte in die linke Seite der dritten 
(il. (Ss) ein, so erhält man als zweite Hauptgleichung: 

2N=K"+Kcg9—Klo+ctg’d9)= L(K)—-Ko. .. . (m). 

Wird noch: 


pa 
—P 
20 


gesetzt, so lassen sich durch Elimination von N die beiden Hauptgleichungen (10) und 
(11) zu einer einzigen Gleichung für A zusammenziehen, die bei Vernachlässigung un- 
wesentlicher Glieder folgendermaßen lautet: 

L(L(K)—M“"PL(K)—-Ki + FM —0, 
worin 


Fear kXi+e)) . . » . 2... . QM). 
Diese Gleichung zerfällt in die beiden Gleichungen II. Ordnung: 
L(K)— caK, DES AE . en... Sk 


wo °,,cy die Wurzeln der «uadratischen Gleichung: 
e®—4#Pc—\—0, 


also 


"pP (A P\? 
01,2 — 1 - + V( = 2! 


_ 


bezeichnen. 
Setzt man nun zunächst voraus, daß 


€ Ca, 


so lautet nach Meißner') das vollständige Integral der Gl]. (12a), wenn: 


ERE AS 177 ee RER 
und x = sin?" gesetzt wird: 
K == C J} —+ Ca .J3 + Us Js | Ü; Ji + ( K) i ! z a ; j (15), 
wo 
eh Bu N 
h= sind F( 3 1,320), A=-Jhnzs+- Pe) 
4 4 sin ı? 
_artd +Wı 3 - W a 7 
Js = sind F ( ’ u x) \ J— Jlnx-+ DB: (x) 
4 1 sin 9 


und (A) eine Partikulärlösung bedeutet. 

Das Integral (15) vereinfacht sich beträchtlich. wenn es sich, wie in der vorliegen- 
den Untersuchung, um im Scheitel geschlossene Schalen handelt. Für diese müssen 
nämlich in den Polen $ = () bezw. 7 die Endlichkeitsbedingungen erfüllt sein; es fallen 
daher dann die für  — 0 bezw. z unendlich werdenden Integrale J, und J; fort, so daß 
in diesem Falle die allgemeine Lösung lautet: 

K= Ci: + O3 J3 + (K) . s k i : ; i . i (15a). 

Ist hingegen 

A'P an 
g-o=— ee ei 


so nimmt Gl. (12) die Form an: 
L(E(K)- 2: LK Fre X = 06. :; 7, u. so. GM, 


I) siehe Fußn. 1. S. 83. 
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so entspringen nur zwei Integrale J,J, der Gleichung: 
pP 
) 


während die beiden anderen sich nach Zoelly aus der Gleichung ableiten: 


L (Jı3) = cJı», woc= ’ 


L (J3,4) — CJı + C’Jı + 0" I . ’ R : : F (17b). 
Im Falle s, = co, =e zerfällt also Gl. (17) in die beiden G!, (17a) und (17b), so 
daß — wiederum für die im Scheitel geschlossene Schale — in diesem Falle die voll- 


ständige Lösung lautet: 
N= CGiJı+ (3 J;5, 
wo 
ta u w53-%W 
Jı = sinVF ( = A ca sin? ®) Be ae er Ye 


4 
und J; eine Partikulärlösung der Gleichung bezeichnet: 
LJ3 = J; + Jı. 
Dieses Partikulärintegral ließe sich am einfachsten nach der Methode der unbe- 
stimmten Koeffizienten bestimmen Setzt man nämlich für J; eine ganz analoge Reihe 
wie für Jı an, nämlich: 





I —sin (9 +4 sin? d-+a, sin’d-+.. 4" Jı =sin d(d, +5; sin’ U —+b, sin O-+.. ) (19), 
u ur ur n 3?— w? 
wo die Koeffizienten der hypergeometrischen Funktion »u = 1, 5 = te ER 
6-:1°2 
(3? - WITT —W....[4n -?— W?] 
ba = — (19a) 


16" nt! {n +mD! 
und führt man diesen Ansatz in (18a) ein, so folgt unter Beachtung von: 
L (sin” 9) = (n?— ı) sin" "9 — (n?+n— 1) sin” 9 
aus der Vergleichung gleicher Potenzen von X = sin? d die Rekursionsformel: 
In(2n - 1) 5 1 + C ba(n —]) 
A9n = 43 (n 1) — . . . . . . (20). 
An(n +1) 4n(n + 1) 


Die Konvergenz der hierdurch bestimmten Reihe für J; läßt sich folgendermaßen 
nachweisen. 


Setzt man: 
a, sin" O = u, b5. sin” 9 — u, , 
so läßt sich (20) in der Form schreiben: 
l 1 -c 
AR 2n n® sin?" 4 
Um = Un—1) sin?U ——— BB 
1 4in'n-+1 
1 + 


n 
oder, da nach (19a): 
16n(n + 1)[(4n-5°?- W°] 


Da(n —ı) = ba. (4n— 1)? w? 


auch: 
| i-e 5\’ W° 
1 — — — — L- = 
 9L 2n n? an 16 r* 
Un — Un — 1) sin? d — + 40 - 
1 1 \? W° 
1 1- —) — 
n 4n I6 n? 
Für sehr große Werte von n geht dies über in: 
5 Han = Urn —1) sin? —+ 4 vy.. 
Da nun infolge der Konvergenz der hypergeometrischen Reihe J, für sint 1; 
lim U2n — (0 
dee A 
erhält man beim Grenzübergang n > »: 
Un = Usln - 1) Sin’, 


d.h. bei über jede Grenze wachsender Gliederzahl konvergiert die Reibe J; schließlich 
wie eine geometrische Reihe mit dem Qauotienten sin? #. 

Nachdem so die vollständige Lösung für X gewonnen ist, lassen sich auch ohne 
weiteres die Werte der übrigen Spannungen und Formänderungen angeben. Man findet, 
wenn Cı = 4: 








ze 
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. .\ a 1 
N 2 [L(K)— Ko| = „, l(ı—0)C1Jı + (a—0)G J;] + (N) 
7? 


A? 
T, = (N—KWA?P) cot 9 (Tı) es ..(K'’-+ oK cot ®) 
»,/- 
h ) 21a) 
Ta N'—K'A?P -(7%) G; a Kceot® ++ oK)) 
ah 
A „\/%9 Jr rn (L fs Sara q 4 
7 (1 + o)(AE PK—N)-+(u w (Ta — T, 6)— u cot 9 ) 
Eo I N 
Im Falle ec; ey ce würde in (2la) nur: 
NK K) CO) 0 Js 
| gr 
N N ' 12 IL(K) Ko) (N ja Gıle Ö Jı t C31(c 0).J .- Jı}| 


zu setzen sein, wo Js durch (18a) definiert wäre. 
Wird z. B. in der in Gl. (12) auftretenden Störungsfunktion # für die im Moment des 
Ausknickens eintretende zusätzliche Oberfläehenbelastung: 


. 1 . \ 
Z — U COS U A sin U « = konst.) 
+) 
eingeführt; so erhält man für die oben durch () gekennzeichneten Partikulärlösungen 


die Werte: 


( 


») = c’ sin, (N) ER: 5:0 54, 0,15" Ca ER 
/ 
[Zi 
I (1 04 
3 
wo € 
1/1 r 
.. ur u o(1+/44Pp 4 : A A A 
/ı) | l'; ) A E- cos%, G1) = (@3) = -C(1J +-06) cos d 
2 1—ı*1—P 24? 
. ( A = N a ) l . f \ ( Aa R 
u) ae sin v + 06)c (#°2 7 sin v, w) = u) cot% + KT /,)o 
EoO A* Ed 


3, Aufstellung der Stabilitätsbedingung. Es entsteht nun die Frage, aus 
welchen Bedingungen die in den obigen Lösungen auftretenden Konstanten CC, zu 
bestimmen sind. Die nächstliegende Annahme wäre die, daß für die geschlossene Schale 
die Randbedingungen der unten offenen Schale in die Endlichkeitsbedingungen in den 
Polen # — 0 bezw. = 7 übergehen. Es zeigt sich jedoch, daß die obigen Lösungen 
diese Bedingungen für jeden endlichen Wert von C, und Cs, von selbst erfüllen. 

Man erkennt nämlich aus (15) und dem darin auftretenden Wert der hypergeome- 
trischen Funktion F, daß in den Polen: 


N} 0 BE ==0, 
ferner 
N = N} cotV N = K 0cotd, 
so daß nach (21a) und (21b) die Scheitelbedingung: 
N0=0) = 7,9 0); To To rt) 
erfüllt ist, sowie N 0 gleich der für rotationssymmetrische Belastung verschwindenden 


ve 
Breiten-(uerkrait N, ist. Die endlichen Grenzwerte, denen sich 7; = 7, und G) = 6%; 


in den Polen nähern, werden nach (21a) und (21b) im Falle 03: 


ao , En r C [77 C2 OÖ ao y 
fürr9=0: T=T Hr av —c(1-+60)+4 a’; ai Pie Ci Gy) 
| / A* 
( 07 [ 9] . w 
77 AI c(1-+-60) C . (9 ? Pc ( ( 
73 / 
. l ” ’ dl ' j 
für u u: (7 = (n t 3 + o)(e t C, t ( 2) 
Ze 
7: ee — (+ De’ + CO + Cr). 
A“ 
Im Falle *, =, =r nähert sich N, ecot " und N, in den Polen den Werten: 
r . A 4 ö c-0 C3 
für u U3 N, col u N} € (1 +06) . ( ] — 
2 4 
/ / 
c-60_, C> 
7: - ce(1-+-6)- U — 
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während 
fürrd=0: Kot =K —=cd +6, 

7; —— - (de GC, 

wird 
Es sind also auch in diesem Falle die Endlichkeitsbedingungen für alle endlichen 

Werte von (}(s eıfüllt, und es könnte hiernach scheinen, als ob den aus K e sin Vo 
entspringenden Partikulärlösungen ein zu 

K = (di + G3J; 


gehörender Spannungszustand mit völlig willkürlichen Werten von (\, C, überlagert 
werden könnte. 

Diese scheinbare Unbestimmtheit umgeht Zoellv') in der Weise, daß er nur 
solche Ausknickungsformen des Meridians betrachtet, die ober- und unterhalb des Aequa 
tors symmetrisch in bezug auf diesen verlaufen und demgemäß das Knickkriterium aus 
der Forderung ableitet, daß für vo ” die \leridiantangente auch nach der Deformation 


2 
vertikal stehen sowie keine horizontale (Wuerkraft an dieser Stelle auftreten soll, also 
vr 7T 
für 9 — 

2 
K = 0 und N=0 
sein soll. 


Im folgenden wird nun gezeigt werden, wie ohne diese die unsymmetrischen Aus 
knickungsiormen von vornherein ausschließende, willkürliche Voraussetzung das allge- 
meine Knickkriterium gewonnen werden kann, und zwar auf Grund folgender Erwä 
gungen: 


Aus der Form der Integrale J, und ./, geht hervor, daß dieselben in bezug auf 


ZU . y . . A . .. 
O = symmetrische Funktionen darstellen, d. Ih. daß die Funktionswerte derselben für 
oO he 
einen spitzen Winkel =), und sein Supplement 9 = 7  d, absolut und dem Vor- 
zeichen nach gleich, die Ableitungen .J, und ./J, hingegen zwar absolut gleich sind, je 


doch verschiedenes Vorzeichen besitzen. 
Tr \ } po» ( 7U ® .. 
Untersucht man nun den Grenzwert, den .Jı für "= annimmt, so erhält man 
) 


zunächst für jeden Wert von ®: 


m IH Mr 
J = sin®F( $ ‚2, sin?) 
\ \ \ 
3+W, 3-W, Bi 
>) W ‘ w . r| N 2, sin?.d) 
. + 3 — | r ‘ R \ l 
Jı = cos®F ( . u? sin’d) + sind 
4 ' d9 
Da: 
dF(a.b,c,r) ab R 
= Fıa+i,b+1,c+1, x), 
dx C 
wird: 
s+m 3-W er er en | 1 
ar et IE: sin? ?) d r( 3 in?) , 
| 4 1 t d‘sin‘ 9 

d ” d sin’ ıı) d Wi) 
2? —- m? _/T+W 7-W Ay 
F | , sin? ») 2 sind cosd, 
2 4 l 

was vermöge der Identität: 
Fiad,c,0)=(l 26) -- Fa 1—D, 6 ©) 


übergeht in: 
3+W 3-W, 
ar 
u 
De | 
3? -W' ,„ an ld5+W ,—W, ae SEN 
sin” 7 | .? sin?®). 


Wi’ . . } al? + 
— sin! cosU + eos DZ 


‘) Siehe Fußn. 1, >. 8] 














abe Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 2 


Nun nimmt in den obigen hypergeometrischen Funktionen für V = das vierte 
) 


Klement & =sin’d den Wert 1 an, so daß nach Weierstraß') dieselben nur dann für 
diesen Wert konvergieren, wenn die Bedingung: 
Rie—a b 0 (R — reeller Teil von e a—b) 
erfüllt ist. 
Da hier in der Tat 


> 4 Ww, 3 W; n +4 m, 5 W R 
—;3 4.0.5, 
| 
so verschwindet in dem obigen Ausdruck für „J, an der Stelle Y — das erste Glied und 
y. 
es wird dieser Grenzwert: 
? _ w, +W, 5-W 
Ned F | 2 3, 1), 
(3) 16 Er 


was sich auch bei Benutzung der Gamma-Funktionen in der Form schreiben läßt: 


3 = ‚/oO\ - 
J' h) W; ] (8 / 0.5 | | | (39 
3 16 ai, we ” 
4 4 
worin 
. A u ‚1 2 
I (x) — lim 1m 
>y la 1 6. +n—]1) 
die Gamma-Funktion. 
’ Br j e 71 ’ i . “ 
Es nähert sich also J, für 9 — einem bestimmten endlichen Grenzwert, der 
) 
r . , T . ä £ 
beiderseits von U = zwar dem absoluten Betrage nach gleich, dem Vorzeichen nach 


jedoch verschieden ist, und daher beim Ueberganvg von spitzen zu stumpfen Winkeln ’ 
sich sprungweise ändert. Es würde daher bei beliebigen Werten von Cı und (% die 
Funktion Ain’= eine Unstetigkeitsstelle aufweisen und es würde somit nach (21a) 


’ 


und (21b) auch 7%, Gı, @a, ıw unstetig werden Dies würde jedoch gegen die mechanische 

Forderung verstoßen, daß infolge des stetigen Verlaufes der äußeren Belastung auch 

sämtliche Spannungen und lormänderungen stetige Funktionen des Argumentes " sein 

m'lssen. 

üs sind also demnach die Randbedingungen der oiienen Schale bei der 

allseitig geschlossenen Hohlkugel durch die Stetigkeitsbedingungen an 
q 7t 

der Stelle V: zu ersetzen, und man erkennt aus vorstehendem, daß denselben 
5) 


nur dann Genüge geleistet wird, wenn für "= sowohl X wie seine sämtlichen Ab- 
2 
leitungen nach VÖ stetig verlaufen. 


Um diese Forderung zu formulieren, ist zunächst zu beachten, daß der Konver- 


genzbereich der um die l’oled = 0 bezw. = 7 herum entwickelten hypergeometrischen 

n h er Mn zT 

Funktionen sich von v Oo bis V — einerseits, vnV—=- bis d= andererseits er- 
„ ’) 

* * r ° | . 7T [4 
streckt und daß daher auch die in dem oberen Zweig (9 = 0 bis n der allgemeinen 
l.ösung auftretenden Konstanten €, ©; im allgemeinen von denen des unteren Zweiges 

FB n ’ 
(? n bs 9 — } verschieden sein werden, das allgemeine Integral also die Form 
‘) . 
besitzt: 
( ß d ki 2 ' ) 4 
von u == U bis = . RK — ( 6) + (3 Jr Zu A ) 
d fi zT ) yı r 
U 7 "= : Ci Jı + C3 Js + (K) 
> 
') Weierstraß, Ueber die Theorie der analytischen Fakultäten. Journal f. d. r. u. a Matn. 


I. 1 bis 60 1856 
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Ferner erkennt man bei mehrmaliger Differentiation der mit sin® multiplizierten 
hvpergeometrischen Funktionen (des Integrals J,), daß .Jı" sich wie .J,, dagegen .Jı” wie 
Jı verhält, d. h. daß also der Grenzwert von Jı wie von J,ı unmittelbar ober- und 
unterhalb des ÄAequators nicht nur absolut, sondern auch dem Vorzeichen nach, der von 
Jı" und Jı hingegen nur seinem abs»luten Werte, dem Vorzeichen nach jedoch ent- 
gegengesetzt ist. Ebenso verhalten sich die im Falle c, = „= c erhaltenen Lösungen 
J; und .J,;' einerseits, Js’ und J;" andererseits, da sie nach (19) ganz dieselbe Form wie 
Jı besitzen 

Schließlich ergibt sich aus dem Umstande, daß A sich aus der Differentialgleichung 


ee) 
IV. Ordnung (12) bestimmt, daß es nur nötig ist, zu fordern, daß X sowie A’'A"’K"” stetig 
für U = - ineinander übergehen, da dann auch A‘) sowie — wie man bei Differen- 
tiation von (12) erkennt — sowie alle höheren Differentialquotienten stetig verlaufen 
müssen. 
Aus vorstehendem ergibt sich, daß die allgemeinen Stetigkeitsbedingungen an der 
’T 
Stelle 4 — x erfordern, daß: 
C Jı - rt U3 J3 - - Cı’Jı - u. C; J; Te 
€ (3) (3) ;) 
U, - t C I; /- Ess 1 Jı r « U Js’ Te 
| ) ( 9) ) ) ( ) 
’ (23) 
2 n En O, Ar s SA A m 4 Or A . \- 
(5) 5 (5) (5) \ 
GC A r + 63 J;" re ” Ci Jı nt G3 J3" r 
(3) (3) (3) (3) 
so daß die bei Bestimmung von C, C; Cı C; auftretende Nennerdeterminante lautet: 
Jı/r J3/+ — Jia —- J3/; 
| 2 | > ) | 9) ) (4 ) 
J nr Js’ J' - + J 0. 
(5) (=) (5) 5} 
J= Fi Dr Wer Die 2 
PR ER PT 1.75 an 
(3) (5) (=) (—) 
J - eu T © Al - FE Aa 
(5 ) | 5) (Z) \ > ) 
Die Auflösung ergibt für diese den Wert: 
J—=4 Jı/- J;" .\— Jı em J; r J;' . Re a.“ Jı' - M A x! (24). 
2) 715) En 3 1 De aaa 73 Ba 65 Ey a 


Sollen also die Gl. (23) für C) €, C, eine von Null verschiedene Lösung liefern, 
der Meridian also eine andere als die ursprüngliche Kreisform annehmen, so muß diese 
Nennerdeterminante verschwinden, d. h. es muß sein 
J—4 Jır- n Au .. 4” m J3 Br J3' = A A - Jr 5 J, , 0) (25). 
Be Be  E 
4. Diskussion der Stabilitätsbedingung. Betrachten wir nun zunächst den 
Fall, daß cı © cs, so ist für diesen nach (12a): 


und somit: L(Jı) = Jı + Jı’ cotd — Jı c00t?9 = cı Jh, 
) 1 + cos’ 4 cot F ’ 
Jı’”” + Jr cot9 — Jı' + 2J adı, 
sin? $ ! sin? $ Er 
. 2 “rm \ 7 
so daß für = zT da JıJı' Jı'Jı" endliche Grenzwerte ind = besitzen: 
2 2 
I, = cCı)ı e\ J3" a = a d,:. 
(5) > ) + (7 ) 
m ’ a (26). 
J, / -ı = (ce, > 1) J ZEN J3 I Ge (C3 } 1) J3 + ) 
(3 (3) (5) (7) 


Wird dies in (25) eingeführt, so geht die Kpickbedingung (25) in die fol- 


gende über: 
J — > 4 (re, —— ea)’ J Jr Jı' Jr’ — ({) ü 22 


; 





KEre 
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d. h. es muß, da: cı ca vorausgesetzt war, eine der Größen: 
- Ja ._xı == 0) — () ä A — 70, 
Jırrı u U de _\ Jia ( (5) u . (27a) 
\2 } \ 3) \9, > 
Bein. 
Im Falle: e; ey = c hingegen hat man wie oben: 
RA, or. HE 


u 


\ i 2 
)) ) ) \» 


daregen folgt jetzt aus: 
L(J;) = c.Js + Jı (vergl. (17b)) 
Jr’ es + I \ J3", „ ' (fe + l Js’, \ + Jı' \ 
5} 7) \ ) / \7) >) \9 4 


und es geht hiermit (25) über in: 
A - den Jı? e\ ” 0) - 2 . . , (25b), 
(5) (5) 
d. h. es muß auch in diesem Falle ganz unabhängig von dem Wert der Lösung J; eine 
der beiden (srößen: 


Jiı,, = 0 Je 0 Ir u ee 
(5) (5) 
sein, 
Nun ist aber nach (22): 
3? —- Wı.° I‘3) /'(0,5) 

Zur e3 16 7+W T-Wıa\’ 
%} 5 ‚f! I» . s 12 
2 1 | l ( | 

I 72 I‘0.5) 


s/r ; 
\ - ) , d ' l } 1 y. 3 . #) W; ‚2 
: ’ | 4 ) | ( | 


und dies kann nur verschwinden, wenn entweder: 

W\,.» — +3 
oder: ‚(TE Wıs ‚(5=EW 

I) ZI \=« 2) I’| )= / 
| 4 1 
wird. 
Da nun aber die (Hammafunktion nur für 0 und die negativen ganzen Zahlen Pole 

besitzt, muß entweder: 


2 Wı. 
Ws t 3 oder: ar 2, USW. 
N 
5 3 Wı.a ” 
y> 0), L; ö, » 
| 
sein, d h. es muß: 
Wa=(3 + 2n) WR ENGEN Er 
also: 1,,; - 3 oder eine darüber liegende ganze, positive oder negative, ungerade 


Zahl sein. 

Wir sehen also, daß nicht nur die ganzzahligen Wurzelwerte der Reihe: 

ao —+-4n mu. 1,2... 

der Zoellvyschen Untersuchung kritische Werte des Außendruckes liefern, sondern daß 
auch die zwischen denselben liegenden ganzzahligen Werte: 5 + 4n, die den unsymme- 
trischen Meridianformen entsprechen, solche ergeben. Dadurch, daß die letzteren nicht 
von vornherein ausgeschlossen werden, wird also die Anzahl der die kritischen Drucke 
ergebenden Wurzelwerte verdoppelt und die letzteren treten den ersteren gewissermaßen 
als vollkommen gleichberechtigt an die Seite 

Nach vorstehendem hat man also, um den kritischen Druck einer allseitig ge 
schlossenen dünnen Hoblkugel zu bestimmen, in folgender Weise vorzugehen. 

Min berechne zunächst den Wert: 


und 
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Ist dann W zufällig eine ungerade, ganze, positive oder negative Zahl, gleich 
oder über 3, also: 


W=+(3 +2n) n=U, 1,2...2.2 
so wird der kleinste kritische Druck: 
2E0 2EO 2ec 4E0 Ro? > 
2 P. Be a 4 3), 
Pin . 4 / E23 . 2 
u. aV-i r v3( 0”) 


welcher Wert, wie Zoelly nachweist, in jedem Falle den überhaupt kleinstmöglichen 
Wert aller kritischen Drücke darstellt. 

Ist hingegen |” nicht eine der obigen Zahlen, so bestimme man die beiden, zu 
den benachbarten eanzen Zahlen: W, = £ (3 + 2nı) bezw. W; + (3 + 2ns) gehörigen 
Werte: 

5— Wı° > 3 + 2nı)” 5 — W»° M) 3 + 2m 


= bezw. 03 = zn 
4 4 | 


und vergleiche die beiden zugehörigen Drücke: 


2E0 < ‚’ 4° >E0O /cı | 
)ı =  — . 
I a ‚te, a 4* ( 
bezw _2E Öö /cy | 
P2 22:2 | 4 nu . 
a f. C9 


Der kleinere von ihnen ist der gesuchte kritische Druck. 

Man kann sich nun noch die Frage vorlegen, ob es Fälle gibt, in denen nicht die 
symmetrischen, sondern die unsymmetrischen Meridianformen den Kleinstwert des kriti 
schen Druckes ergeben. 

Daß dies in der Tat der Fall sein kann, erkennt man sofort, wenn man eine 

’ «u . 
Hohlkugel betrachtet, deren und 9 solche Werte besitzen, daß: 


( 


a : Ba „./-; Br 
u - ! 4) l \ v3(1 _ 0°”), 


{ 
eine der Zahlenreihe 
-(3-+4n) ne Od, 1, 2 
angehörige ganze Zahl ist. 


Der dann nach (50) zu bestimmende kleinste kritische Druck stellt den überhaupt 
kleinstmöglichen Wert desselben dar; jeder andere, also auch der aus der Forderung: 
N, = 0, N,2, = 0 hervorgehende Wert, kann daher in diesem Falle nur größer sein, 

\3/ 7 
wenn auch der Unterschied, da alle diese Werte in der Nähe des Minimums (30) liegen, 
nur gering sein wird. 


Zusammenfassung. Die Grundgleichungen der dünnen, durch allseitigen ra- 
dialen Außendruck belasteten Hohlkugel werden unter der Voraussetzung rotationssym 
metrischen Ausknickens aufgestellt und in der von Zoelly angegebenen Weise inte- 
geriert. Die den kritischen Druck ergebende Bedingung wird jedoch dann nicht wie in der 
Zoellyschen Arbeit auf Grund der Forderung abgeleitet, daß die ’orm des ausgeknickten 
Meridians in bezug auf den Aequator symmetrisch sei, sondern es wird gezeigt, daß die 
kandbedingungen der offenen Schale bei der allseitig geschlossenen Hohlkugel durch 
die Stetigkeitsbedingungen an der Stelle d = F zu ersetzen sind, und daß die Forde- 
rung, daß an dieser Stelle alle Spannungen und Formänderungen stetig verlaufen miissen, 
genügt, um ohne jede vorherige, willkürliche Annahme über die Form des ausgeknickten 
Meridians ein ganz allgemeines Knickkriterium abzuleiten. 

Hierbei ergibt sich, daß die Anzahl der die kritischen Drucke ergebenden Wurzel 
werte sich verdoppelt, und es wird der Nachweis erbracht, daß es sehr wohl Fälle gibt, 
in denen die auf diesem Wege hinzukommenden Wurzelwerte, wenn auch nur um ein 
weniges, doch immerhin kleinere Werte des kritischen Druckes liefern können, als die 


jenigen, die nach Zoelly in Betracht kommen würden, 7% 
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Über eine Analogie 


zwischen rotierender Scheibe und belasteter Kreisplatte. 
Von L. FÖPPL in Dresden. 


u den fo'genden Zeilen wird.der Spannunrgs- und Formänderungszustand einer gleich- 

mäßige rotierenden Seheibe (unter 1) nach der üblichen Darstellung behandelt und im 

Auschluß daran (unter 2) dasselbe für die symmetrisch belastete Kreisplatte ausgeführt, 
in beiden Fällen bei veränderlicher Dicke. Die vollkommene Analogie beider Aufgaben 
hinsichtlich der Spannung wie der Zerrung tritt dabei deutlich hervor, so daß Lösungen 
der einen unmittelbar auch Lösungen für die andere ergeben; hiervon wird an einem 
Beispiel Gebrauch gemacht, indem die bekannte Lösung für rotierende Scheiben mit ver- 
änderlicher Dicke auf die bisher unbekannte Lösung für symmetrisch belastete Kreis- 
platten von veränderlicher Stärke übertragen wird. Der Hauptvorteil dieser neuen Ana- 
logie dürfte neben der Oekonomie der Denkarbeit, die sie gestattet, in einer OVekonomie 
der Versuche zu erblicken sein, da sich auch die Versuchsergebnisse von dem einen auf 
den anderen Fall übertragen lassen. Als Grundannahmen für die Berechnung der Platte 
dienen die üblichen, gewöhnlich nach Kirchhoff bezeichneten, wonach nur die Biegung 
der Platte berücksichtigt wird. 


1. Rotierende $cheibe mit veränderlicher Dicke. Wir denken uns eine 
kreissyvmmetrische Scheibe mit veränderlicher Dicke Ah, die mit konstanter Winkelgeschwin- 
diekeit ® rotiert. Es bildet sich dabei ein achsensymmetrischer Spannungs- und Form- 
änderungszustand aus. In erster Annäherung nimmt man gleichmäßige Verteilung der 
Spannungen über die Dicke der Pıatte an jeder Stelle an!), so daß 

ho,—T, uddhs=7T); 


die Spannungsresultanten für radiale und tangentiale Schnitte senkrecht zur Mittelfläche, 

bezogen auf die Längeneinheit in der Mittelfläche, bedeuten. Die Gleichgewichtsbedingung 

für ein in dieser Weise aus der Platte ausgeschnittenes Element lautet dann bekanntlich: 
id REG. m. AR ee a 
dr r 

Diese rein statische Bedingung liefert uns nur die eine Gleichung für die beiden 
Inbekannten 7, und 7. 

Um den Formänderungszustand zu beschreiben, bezeichnen wir mit eg den Zuwachs, 
den der Radius r der Scheibenmittelfläcbe infolge der Formänderung erfährt, so daß die 
auf die Längeneinheit bezogenen Dehnungen der Mittelfläche in Richtung des Radius 
und senkrecht dazu durch 


do O0 
©, = . &% == j . . P . ° . . . ° (2) 
dr r 


ausgedrückt werden. Nach dem Hookeschen Gesetz bestehen zwischen den Formände- 
rungs und Spannungsgrößen die Beziehungen: 


do | Ei 0 1 l 

N —— 2 7.) S — (7 ne T,) 

dr | er 2, r ER\' m" 

oder nach den Spannungsresultanten aufgelöst: 

2 2 

m : do we , m u 0 1 do 
Be Zu E = 4 En(t + °) ee? 
m? — 1 Fr m r)’ m?—1 r m dr ( 


Nach Einsetzen dieser Werte für 7, und 7; in die obige Gl. (1) erhält man unter 
Berücksichtigung der Veränderlichkeit von /: 
| 


ro 1 do o 1 dh /do a 1: „m“ 
Ds “ N — nu — - ) == — Mi ©” - Pr, E : : (4). 
dr? r dr p® nr Sr rur m Tr m’E 


Damit ist die Aufgabe auf diese Differentialgleichung für o zurückgeführt, deren 
Lösung sich leicht angeben läßt, wenn A in seiner Abhängigkeit von r durch ein Potenz- 


n 


gesetz h = cr" gegeben ist. 


) Th. v. Käarmän, Enzvkl. d. math. Wissensch., Bd IV, Art. 27, S 359 












































Heft2 Föppl, Über eine Analogie zwischen rotierender Scheibe und belasteter Kreisplatte 93 


Häufig geht man auch so vor'), daß man aus den Gl. (3) o eliminiert. Dann 
ergibt sich: 
1 er d|lr EN n 
(r- T) = | (7.- 7.) de - a 
h Im dr|.n m ) 
Diese Gleichung bestimmt zusammen mit Gl. (1) 7, und 7%. Durch Einführung 


einer Art Spannungsfunktion F, die mit den Spannungsresultanten durch 
F IF 17] * ww‘ 
‘ T=- SEEN. nn 


r dı 


7 
Y 


verbunden ist, wird Gl. (1) identisch befriedigt, während Gl. (5) als Bestimmungsgleichung 
für Z' übergeht in 
a? F IF F 1 a ıF r. 5 | 
ne _ (r: F)- (3 en BER ah. . ." IP) 
ar dr r hdr\ dr n m 


Driickt man die Veränderlichkeit von Ah durch ein Potenzgesetz in ” mit beliebig 
gegebenem Exponenten n aus: 


En SER 267, 
so wird aus G]. (7) 
d?F  dF n F E* : or 
r r + (1 N) — (1 - ) -— — (3 + )uater" r2—( 2 i (9) 
dr? dr m/r \ m,’ 
mit der allgemeinen Lösung: 
F= ar" *3+ Ar“ + Br’. . ae“ a (10), 
wobei a sich bestimmt aus: 
1 . 
(: - uw?c 
m 
G == “- . : . . . . . (1 L) 
n 
+3n+N 


m 
und @« und 5 die Wurzeln der Gleichung 
R n 
a na - IE ee late SE 


m 


sind, während A und B die beiden Integrationskonstanten bedeuten, die den jeweiligen 
Randbedingungen anzupassen sind. 

Durch Aneinanderreihen von mehreren Aesten, von denen jeder gut durch einen 
Ansatz nach Art von Gl. (8) dargestellt wird, läßt sich jede vorgegebene Veränderlichkeit 
der Dicke mit hinreichender Genauigkeit wiedergeben. 

Soweit ist die Theorie der rotierenden Scheiben mit veränderlicher Dicke bekannt 
und an zahlreichen Beispielen sind numerische Rechnungen durchgeführt worden. Wir 
werden nun zeigen, daß wir Schritt für Schritt die gleichen Ueberlegungen bei der Be- 
anspruchung symmetrisch belasteter Kreisplatten anwenden können und auch zu den- 
selben Lösungen geführt werden. 


2. Symmetrisch belastete Kreisplatte mit veränderlicher Dicke. Wir denken 
uns die Platte mit veränderlicher Dicke ähnlich wie die Scheibe so ausgebildet, daß die 
Plattenmittelfläche vor der Formänderung eine Ebene ist und zwar eine Symmetrieebene 
für die Gestalt der Platte. Wie unter 1, wollen wir uns aus der Kreisplatte ein Element 
durch benachbarte Radial- und Kreisschnitte senkrecht zur Miittellläche heraurgeschniiten 
denken. Nach der Kirchhoffschen Plattentheorie sind die Spannungen in diesen 
Schnitten nach dem Geradliniengesetz verteilt. Wir sprechen hier gar nicht von den 
Spannungen, sondern gleich von den resultierenden Biegungsmomenten, bezogen auf die 
Längeneinheit in der Plattenmittelfläche. Die Biegungsmomente, zu denen die Span- 
nungen in den Scbnittflächen des Plattenelementes Veranlassung geben, nennen wir 4, 
bezw. M.. Sie entsprechen den Spannungsresultanten 7), und 7, bei der Scheibe. Außer 
den Biegungsspannungen treten aber bei der Platte noch Schubspannungen auf. Aus 
Symmetriegründen sind in den Radialschnitten die Schubspannungen null; auch in den 
Tangentialschnitten verschwinden aus dem gleichen Grund die Schubspannungen parallel 
zur Mittelfläche; dagegen sind in diesen Schnitten die Schubspannungen in Richtung 
senkrecht zur Mittelfläche von null verschieden und geben Veranlassung zu einer resul- 
tierenden Scherkraft V, die wir uns auch wieder auf die Längeneinheit in der Platten- 


I, A, und L. Föppl, Drang und Zwarg, München 1820, Bd. I, $ 54. 
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mittelflläche bezogen denken wollen. Das (Gleichgewicht des Plattenelementes geren 
Verdrehen um eine in Richtung der Tangente an den Kreisschnitt » verlaufende Gerade 
lautet dann: 


dM, IT; NM; a 


dr r , 
eine Gleichung, die ähnlich gebaut ist wie Gl. (1). Die resultierende Scherkraft V folgt 
aus der Gleichgewichtsbedingung des Plattenelementes in vertikaler Richtung. Wird die 
l,astintensität mit p bezeichnet, so ergibt dies 

d(V,) 


dr ik 

Die Größe V läßt sich demnach aus der gegebenen Belastung p leicht berechnen, 
so daß wir sie als Bekannte in Gl. (1) ansehen wollen. Die rein statischen Bedingungen 
der Aufgabe sind damit erschöpft. Sie liefern eine Gleichung für die beiden Unbe 
kannten J/, und M.. 

Um die Gestaltsänderung der Platte zu kennzeichnen, genügt es, die Krümmung 
der ursprünglich ebenen Plattenmittelfläche an jeder Stelle anzugeben. Da die Mittel 
fläche Achsensymmetrie besitzt, sind die Hauptkrümmungen an jeder Stelle durch die 
Krümmung #, des Meridianschnittes und die Krümmung z, senkrecht dazu bestimmt. 
Sie lassen sich beide mit Hilfe des Neigungswinkels 9, den die Tangente an die Meridian 
kurve der Mittelfläche mit der Horizontalen bildet, ausdrücken. Es ist nämlich 


l f 
u 4 ER Auen | ee: 


dr F 


Die Formänderungsgrößen der Platte x,, #, und einerseits und der Scheibe #,, 
&, und o andererseits entsprechen sich gegenseitig. 


Das Hookesche Gesetz lautet hier 


d g | 1 l 


g l 
= h M, — M. 
er M.), EJ ( = 


F EJ 5 n M,), 


7 
wobei das Trägheitsmoment J sich ebenso wie die Biegungsmomente anf die Längen- 
einheit in der Mittellläche bezieht, so daß 


J 


H’ 
12 
ist, wenn die Plattendicke im (regensatz zur Scheibendicke h mit FH bezeichnet wird. 


Die Hookeschen Gleichungen nach den Momenten aufgelöst lauten: 


m“ { de l « m? \ ( | d« 
M-—— EJIT+—%), "MEER. EJ(* 4 7) 3”), 
m l dr m m’ —1 hf n dr 
Darin wird gewöhnlich 
. EJ=N 
m?—1 


die »Plattensteifigkeit« genannt, die hier mit / bezw. H von r abhängig ist. Das Träg- 
heitsmoment J spielt hier dieselbe holle wie die Dicke Ah bei der Scheibe. 

Wir können J/, und M, nach den Gl. (3) in Gl. (1’) einsetzen und erhalten eine 
Gleichung für , die natürlich dieselbe Form haben muß wie Gl. (1), wenn man die sich 
entsprechenden (rrößen einsetzt. Sie lautet: 

d 7 Ne. dg 4 | et | r) Vm l | | 4), 


+ — 
ar’ r dr r? J dr\dr m Tr J m’E 


Dabei ist zu beachten, daß die sich entsprechenden Größen o und $ von ver- 
schiedener Dimension sind. Um auch darin Uebereinstimmung zu erzielen, multipliziere 
man etwa Gl. (4) mit dem Radius a der Platte bezw. Scheibe. 

\lachen wir von dem anderen Weg zur Lösung Gebrauch, den wir in 1 gezeigt 
haben, so ergibt die Elimination von g aus den (rl. (3') 
| | 


(1. 1) = ;. = (a - M)| 0. 5"), 


Zusammen mit Gl. (1) bestimmt diese Gleichung die Momente M, und M.. 
Wir führen wieder eine Art Spannungsfunktion F ein durch 


Mo A 


EA dr 


\ 
(6 1a 


+Vr 
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wodurch Gl. (1') identisch befriedigt wird und Gl. (5’) die folgende Bedingungsgleichung 
für # liefert: 


/ 


ar ar. idJ/ dF E #2 rdV r_ 1 r dJ 
Ar h3 dr r J ar | F) r a dr a v (? " mn J a, 
Wir müssen nun nochmals auf die schon oben abgeleitete Gleichung, aus der sich 
die Scherkraft V bestimmt, zurückgreifen: 
Bier - 
rn pr. 


dd f 


Welche von den üblichen Belastungen p auch gegeben sein mag und wie sich auch 
dementsprechend aus der letzten Beziehung V berechnet, so läßt sich stets Gl. (7') auf 
die gleiche Weise lösen, wie wir es unten für den besonderen Fall der strengen Analogie 
mit der rotierenden Scheibe angeben werden, so daß sich demnach der allgemeinste Fall 
einer symmetrisch belasteten Kreisplatte, die am Rand frei gelagert oder auch eingespannt 
ist, ohne Schwierigkeit erledigen läßt. 

Um die vollkommene Analogie zwischen rotierender Scheibe und Kreisplatte zu 
lünde zu führen, sind noch die folgenden »Aehnlichkeitsbedingungen« zu erfüllen, wie 
ein Vergleich der Gl. (4) und (4') zeigt: 


n v 
J=a’n, a uw“r, 
J 
Der Faktor «a® in der ersten Gleichung dient dazu, die Dimensionen auf beiden 


Seiten der Gleichung richtig zu stellen. Die zweite Aehnlichkeitsbedingung läßt sich 
durch Einführunz der Belastung p auch folgendermaßen schreiben 


uw? d (Jr® „a d(hr“) 
Dam oder p= uw’ — 
ar dr r dr 
Damit geht Gl. (7) über in 
d“ F dF F 1 dJ dF Eu | „r® a 
r —. + — (7 F'\ (3 4 -) um: 4 ._.- 7) 
dr“ dr r Far dr m m/ a® 
Wegen ——h ist diese Gleichung identisch mit Gl. (7). Wie im Anschluß an 


a 
(+1. (7), läßt sich hier selbsitverständlieh ebenso die Lösung von (il. (7") ohne Schwierig 
keit angeben. 

Die Analogie zwischen rotierender Scheibe und belasteter Kreisplatte ist demnach 
in allen Einzelheiten durchführbar und eine Lösung der einen Aufgabe liefert unmittelbar 
auch eine Lösung der anderen. Die sich entsprechenden Größen seien hier nochmals 
zusammengestellt, wobei durch Multiplikation bezw. Division mit dem konstanten Radius « 
fir Gleichheit der Dimensionen entsprechender Größen gesorgt ist. 





— 
BES GENE 





Scheibe Platte 

Radius a Radius «a 

Abmessungen J 
/ h er 

u 
& ai. N M; 

N rirlımlı r : 

B art Mm. 


4) 


\ a , 


Zerrung 
N Er AY%ı; 
€ ar 
ferner: Zentrifugalkraft uw*’hra Scherkraft V 


Aus dem letzten Vergleichspunkt folgt die Bedingung für die Belastungsintensität y 
der Platte: 
iM d(hr? 
p == U@* 
r 0 


Damit ist der Vergleich vollkommen durchgeführt. 
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2 ’ J 2. . 
Für konstante Dicke Ah— , — konst. folgt für die Belastung: 
a i 


p= ?uw°’ah konst. 


3. Beispiel. Bei rotierenden Scheiben gleicher Festigkeit (6, = 0, — # — konst.) 

wird für die Dicke /ı folgende Abhängigkeit von r gefunden '): 
h= le ?° 

Wenn sich diese Gestalt der Scheibe auch nicht genau nachahmen läßt, da erst 
für r= + die Dicke zu null würde, so liefert sie doch einen brauchbaren Anhaltspunkt 
für die Abnahme der Dicke mit r, und in der Tat stimmt die Form der bei der Laval- 
turbine verwendeten Laufräder gut damit überein. 

Wir wollen die Dicke der Kreisplatte und ihre Belastungsintensität »p angeben, die 
der obigen Scheibe entspricht. Die Dicke F bestimmt sich aus 


uw” 


H? ü R "a 
J= i. = a’h = a’lg € 22 
3 E 
oder, indem wir mit HA, = Yı2a?h, die Dicke in der Mitte für » — 0 bezeichnen: 
ww? , 
H — Hoe 63 
Die Belastung folgt aus 
ad @ld 2 Pr r' . u“ 0 Q 
pP = uw? —— — um’na(? + - 7), zu p=-:2uw®ha— ar’h. 
r dr h dr’ 17 


Die Belastungsintensität p hat demnach in der Mitte den Wert 
pP = ?uwtha. 
Am Rand r — a liegt die Platte frei auf, da hier WM, — 0 ist, entsprechend 0, = 0 
bei der Scheibe. 
Im Anschluß an diese Anfgabe liegt es nahe, nach der Platte gleicher Festigkeit, 
etwa bei konstanter Belastung p, zu fragen. Diese Frage läßt sich nicht einfach beant 
worten, dagegen läßt sich die Bedingung 


A, M, 

CÜ = konst. 

J J 
bei gleichmäßig verteilter Belastung einfach durchführen und liefert als Gesetz für die 
Abnahme der Dicke H der ]’latte: C(IHP’—Ho’) = 3pr’ 


Die obige Bedingung bedeutet einen überall gleichmäßigen Anstieg der Spannungen 
von der Mittelfläche aus, so daß bei dem angegebenen Dickengesetz die Kantenspan- 
nungen an der Stelle der größten Dicke /, am größten ist. Durch einen noch etwas 
stärkeren Abfall der Dicke F7 mit wachsendem r kann man einer überall gleichen 
Kantenspannung nahe kommen. Auf weitere Einzelheiten in dieser Frage einzugehen 
läßt sich mit dem Zweck dieses Aufsatzes nicht vereinigen. 9 


Die Entwicklung der laminaren Geschwindigkeitsverteilung 
und ihre Bedeutung für Zähigkeitsmessungen. 


(Mit einem Anhang über den Druckverlust turbulenter Strömung beim Eintritt in ein Rohr.) 


Von L. SCHILLER in Leipzig. 


elegentlich einer experimentellen Untersuchung über den kritischen Wert der 
Reynoldsschen Zahl (reduzierten Geschwindigkeit) ’) wurde der Widerstand der 
Laminarströmung bei höheren Revnoldsschen Zahlen beträchtlich größer gefunden, 
als dem Poiseuilleschen Gesetze entspricht; die Differenz wuchs mit zunehmender Ge- 
schwindigkeit. Als Grund dieser Erscheinung ergab sich, daß innerhalb der Meßstrecke 
nicht durchwegs die von Poiseuille vorausgeseizte parabolische Geschwindigkeitsver- 


, Th.v. Kärmän, Enzykl. d. math. Wissensch., Bd. IV, Art. 27, Nr. 11b, S. 361 

-) Aus der Leipziger Habilitationsschrift des Verfassers. 

3) L. Schiller. Experimentelle Untersuchungen zum Turbulenzproblem. Diese Zeitschr. I. S. 436, 
1921 Hinweice auf diese Arbe!t werden im folgenden durch Seh, ange„eben. 
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teilung herrschte, sondern erst ein Uebergang von der gleichförmigen Verteilung im 
Einlaufquerschnitt stattfand. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie die Widerstands- 
erhöhung mit der Beschleunigung der »Kernströmung« zusammenhängt, die von an- 
nähernd konstanter Geschwindigkeitsverteilung (@) allmählich zu der parabolischen Ge- 
schwindigkeitsverteilung des Poiseuilleschen Gesetzes führt (max — 2ü0). Eine Nähe- 
rungstheorie liefert für drei Rohre verschiedener lichter Weite gute Uebereinstimmung 
zwischen gerechnetem und gemessenem Widerstand. 

Die Erhöbung des Widerstandes gegenüber dem Poiseuilleschen Wert ergibt 


sich als eine Funktion der dimensionslosen Größe — (x = Rohrlänge, a — Halbmesser, 
a 


R=Reynoldssche Zahl!)) und stimmt für größere Werte von — annähernd mit der 
a 

Hagenbachschen Korrektion des Poiseuilleschen Gesetzes überein. Bei kleineren 

Werten -"- weicht sie jedoch erheblich hiervon ab, was bei der Bestimmung »absoluter« 


aR 
Zähigkeiten mit technischen Apparaten kurzer Rohrlänge (Engler) von Bedeutung ist. 
Auf Grund der vorliegenden Theorie, die eine Korrektur des Poiseuilleschen Gesetzes 
für beliebige Rohrlängen liefert, ist die Möglichkeit vorhanden, auch mit kurzen Rohr- 
längen absolute Zähigkeitsmessungen auszuführen. 
Messungen des Eintrittsverlustes bei tarbulenter Strömung ergaben gute Ueber- 
einstimmung mit einer von Prandtl aus einer [mpulsbetrachtung abgeleiteten Gleichung. 


I. Die Entwicklung der laminaren Geschwindigkeitsverteilung. 


1. Messungen des Widerstandes laminarer Strömung bei hohen Rey- 
noldsschen Zahlen. Die experimentelle Grundlage der vorliegenden Untersuchung 
bildeten Widerstandsmessungen von Wasserströmung in gezogenen Messingrohren von 
2,399, 1,5924 und 0,7996 cm 1. W. Betr. Meßmethode usw. sei auf die S. 96, Fußnote 3, 
zitierte Arbeit des 

























































































Verfassersverwiesen. 4% 
Die Länge der Meß- | 
strecke betrug 92,62 Gast — N 4 
cm, der Abstand der 0 | | 
ersten Meßstelle vom 7 FRE FFURBGEN GRIECHEN, U L 
Einlauf, die »Anlauf- 
länge«, 104,15 cm 
(vergl. Sch. Abb. 3), „u | | 9° 
Zur Aufrechterhal- | 
tung des laminaren | | 
Strömungscharakters "77T VRR DEHBESEL DARIRESISENEE HG VA No i 
auch bei höheren | | | Rn | 
Reynoldsschen 000725 | —— ——— 2 ange R RE 
Zahlen war neben | N 
genügender Ruhe des PEN, RR; | | N 
Wassers im Vorrats- ’ PIE a SE ER N 7774 
trog geeignete Ab- | x 
rundung der Einlauf- 993 pe ag 
öfinung erforderlich vi 
(Sch. Abb. 2a, b, c). 9oozs I- e 
Das Ergebnis der x 
Widerstandsmessun- | 
gen zeigt Abb. 1 in gooxs | s 
den logarithmisch 250 350 50 RM 7000 1500 2500 3500 5000 70000 15000 
aufigetragenen dimen- Abb. 1 


sionslosen Koordina- 
ten Widerstandskoeffizient A und Reynoldssche Zahl k. Kurve III wurde erhalten für das 
weite, II für das mittlere und I für das enge Rohr’). 





"ao Ha 
) Bu —u (i —= mittlere Geschwindigkeit, o= Dichte, u = Zähigkeit, = m kinemati- 
4 v oO 


sche Zähirkeit). 
2) Die ausgefüllten Kreise zwischen Kurve II und I stellen Messungsergebnisse mit dem engen 
Rohr vor, die zunächst mit nicht genügend gerade gerichtetem Rohr erhalten wurden. 
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Die Bedeutung von A ergibt sich aus dem in der Hydraulik gebräuchlichen Ansatz 
des Widerstandsgesetzes 
Jp Ay = a SE EG (1), 
a2g 
wo Jp = Druckdifferenz, 7 = spez. Gewicht, = Länge der Meßstrecke, g = Schwere- 
beschleunigung. 
Mit Einführung von A nimmt das Poiseuillesche Gesetz die Form an: 
16 


Alam = R . . . . . . . . . . . ( 


Es wird in Abb. 1 durch die unter 45° fallende Gerade dargestellt. 

Während bei den niedrigen Werten der Revynoldsschen Zahl die gemessenen 
Widerstände dem Poiseuilleschen Gesetz innerhalb der Versuchsgenauigkeit gehorchen, 
entfernen sich die experimentellen Kurven mit wachsender Reynoldsscher Zahl mehr 
und mehr nach oben hin von der Poiseuilleschen Geraden. Diese Abweichung tritt bei 
um so kleineren Reynoldsschen Zahlen ein, je weiter das Rohr ist, und ist bei be- 
stimmter Reynoldsscher Zahl stärker für die weiteren Ätohre. 


IV 


). 


2. Deutung der beobachteten Widerstandserhöhung. Die Erklärung dieser 
Erscheinung liefert die auch hier wieder sich als sehr fruchtbar erweisende Prandtlsche 
Grenzschichtentheorie.. Man kann in erster Annäherung annehmen, daß beim Eintritt in 
das Rohr — die Kontraktion ist durch die Abrundung weitgehend herabgesetzt — mit 
Ausnahme einer zunächst verschwindend geringen Schicht an der Wand gleichmäßige 
(reschwindigkeitsverteilung über den ganzen Querschnitt herrscht. Unter dem Einfluß 
der Reibung wächst diese Schicht 
immer stärker an (Abb. 2a), an- 
dererseits tritt unter dem wirkenden 
Druck eine Beschleunigung ein. 
Das lesultat dieser wirkenden 
Kräfte ist unter stetigem Anwachsen 
der Grenzschicht die Entwicklung 
der Geschwindigkeitsverteilung in 
dem in Abb. 2a skizzierten Sinne, 
die schließlich asymptotisch zur pa- 

Abb. 2a und 2b rabolischen Poiseuilleschen Ver- 

teilung führt. ImBilde derPrandtl- 

schen Grenzschichtentheorie kann man sagen: die endgültige Geschwindigkeitsverteilung 
ist dann erreicht, wenn die Grenzschicht die Mitte des Rohres erreicht hat. 








3. Näherungslösung des Problems. Um das Problem quantitativ zu behan- 
deln, machen wir gemäß einem Vorschlag von Herrn Prof. Prandtl folgende Annahme 
über die Geschwindigkeitsverteilung in der Anlaufstrecke. An jeder Stelle enthalte die 
Fläche der Geschwindigkeiten in der Mitte ein ebenes kreisföürmiges Stück konstanter 
Geschwindigkeit, von dessen Begrenzung der Abfall nach der Geschwindigkeit Null am 
Rande (haften!) nach einer Parabel erfolge, deren Scheitel auf dem Umfang des ebenen 
Stückes liegt. Die Entwicklung der Geschwindigkeitsverteilung in der Anlaufstrecke ge- 
staltet sich dann so, wie in der Abb. 2b skizziert. Zu Beginn wird der ganze Querschnitt 
von dem ebenen Stück entsprechend der (mittleren) Geschwindigkeit @ ausgefüllt. Unter 
gleichzeitigem Anwachsen der Paraboloidbegrenzung wird dieses ebene Stück immer 
kleiner und verschwindet schließlich mit der Vereinigung der Paraboloidstücke. 

Wir bezeichnen (Abb. 3) den Rohrhalbmesser mit «, 
die Dicke der Grenzschicht parabolischer Geschwindigkeits- 
verteilung mit Öd, die Geschwindigkeiten in dem paraboli- 
schen Stück mit «, die mittlere Geschwindigkeit — Eintritts- 
geschwindigkeit mit « und die Maximalgeschwindigkeit in 
jedem () ıerschnitt mit «. Wie bekannt, wächst diese schließ- 
lich bis 27 in der kohrmitte an. x sei der Abstand vom 
Einlauf, y senkrecht zur Rohrachse (y = 0 am Rande des 
Rohres). In den Variabeln « und y lautet die Gleichung 
Abb. 3 der Schnittparabel, für die zu setzen ist: bei y= 0 





’ 
u' = (0, 





4] 
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)? i 
(0 - y)® — x Aue u) . . . . . . . . (3), 


uU 





oder für die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht 
| 2y Ar 
u = u(‘, (3) ) a a at 1 FE 


Die Kontinuität erfordert den Ansatz, daß das Volumen des Zylinders, der die 
Geschwindigkeitsverteilung am Einlauf darstellt, gleich ist dem Volumen des beschriebenen 


jeweiligen Rotationskörpers: 
(5). 


aü= 


4 5 w 7. 
aud— -uß?+ (a—6)’u 


3) b 


Dies liefert für die Dicke der Grenzschicht: 
Ö 2a-—aVs(- )+4 | . (6). 
U 


Schließlich gilt noch für die Druckkraft auf einen Zylinder, der durch zwei Ebenen 
senkrecht zur Achse aus der Röhre herausgeschnitten wird, wegen des nahezu reibungs- 





losen Verhaltens der Kernströmung, die Bernoullische Gleichung: 
L n? nn 
P m a’z(p —p) =a’no (“ ; ) EI TEE; ; ° 
regeln ergibt sich die Aenderung des Impulses gegenüber dem 


Nach bekannten 
Eintrittsquerschnitt zu: 
> a 
. (8) 


J=0 [u (a —u)(a—y)2rdy + 0 R (a — u, 27 (a—y)dy 


oder mit Elimination von « durch Gl. (4) 
(9). 


2 ' E ge 9 9 
J= TO u (a .— . ao —- Ö ) TOoUu - (a’ 
3 6 


Durch Vereinigung von (7) und (9) erhalten wir: 


an -+- . 0°) 
15 15 


’ ü“ (14 2 u u; 
J+ P=noa? (% RE SEEN ) + pad uw’ — un) ,Ö? uum u”) 10) 
‘ 2 2 ( Fr 3 ‘ \ 6 15 
und unter Elimination von Ö durch (6) 
> 2 1 . Ss 2 2 & 
Ur un + zurbuu—2u . . (11). 
9) 


J+P=noa:|(- u’ 4 E 
6 2 


Das Gleichgewicht zwischen Impulsänderung, Druckabfall und Reibungskrait für 
die Begrenzung eines durch einen Schnitt senkrecht zur Achse gewonnenen Elementar- 


zylinders liefert jetzt die Ausgangsgleichung für die Rechnung: 
1 1u' 4 
_(J+P) -2aru(“ ) han m en en ı. ; 
dx dy/u 0 Ö u 
2 — y); — 2 
u 


oder mit Einsetzen von J+ P nach Gl. (11) und einfachen Umformungen 


oa” 58 3% 7 U 8 u 
| = 6— —2+— 60.—2 
l ) 4 U 


4u \15 5 u 5 4 f 
4 u fe) „u 
- du=dx (13). 
15 Veui — 2u‘ 


4 


r « 
J Veuü —2u° 


Dies vom Anfang der Röhre bis zu einer Stelle & (d.h. zwischen den Grenzen 


und «) integriert gibt: 
X 1 a | 58 22 17 16 . 
| (u — #) In -( + )Veun—2u 
D # 5 


u 


u 


a 4v|b5 > 
26 21 / b u . 1 % Ben i Iu—6ı : 1 
+, 7—"_. a V2(aresin arc sin ) I ; (aresin ( ) —aresin — -) (14). 
) .) yu 3 5 J ) 6.0 3 
Setzen wir hierin die relative Geschwindigkeitszunahme (bezogen auf die Einlauf- 
geschwindigkeit) 
u— u u o\ 
= im} re ae 
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so erhalten wir 
tr 1 au]! 58 66 ? E 
_ -  In(1+mM)——-V2eV2+n—n? 
a 4 v FE 1 15 I 15 ! 
48 Br 130 63 iu N 
Fe V 8 _ V2 arc sin \ > 
15 I+7 15 15 3 3 
63 ’ 1 48 1 1 48 1 4 
+ V2 aresin _— arc sin n— — — arc sin a (16). 
15 3 15 y2 3 3 15 y>» 3 


Berücksichtigen wir, daß Bn gleich der Reynoldsschen Zahl 7 ist und setzen die 
” 


Klammer = (7), so haben wir in der Gleichung 
) 
en 1. re ee 
a 4 


eine übersichtliche Form der Beziehung zwischen den dimensionslosen Größen Reynolds- 


r 


sche Zahl, »relative Anlauflänge« (d.h. gemessen in Halbmessern) ” und »relative Ge- 


(l 


schwindigkeitsänderung gegenüber dem Einlauf« 7, in der als einzige Unbekannte 7 steht. 


4. Berechnung des Widerstandskoeffizienten .. Um nun noch zu einer 
Beziehung für 4 zu kommen, die uns einen Vergleich mit der Darstellung unserer Ver- 
suche ermöglicht, führen wir in die Bernoullische Gleichung (7) nach Gleichung (15) 
n ein und erhalten für die Druckdifferenz zwischen einer Stelle in der Anlaufstrecke und 
dem Einlauf: 


pr —-p= 5 ü* (2 n+ n?) er Dr De (1 8). 
Nehmen wir die Definitionsgleichung für 4 (1): 
Eu . a (1a) 


er) 
ou x - ZT 
y 


und bestimmen mit (18) die Druckdifferenz zwischen zwei beliebigen Stellen x, und as: 


ua (2% di "ea — (27 +n 2),1 — A(27+ n°) a al Fe" (19), 


e 


u” 


2 


so erhalten wir schließlich: 


. — en +) Z;- . (20), 
x 








worin Jx unsere Meßstrecke bedeutet. 
Zur Berechnung von 7 bezw. 27 +? 


aus den Beobachtungsdaten ” und R nach 
a 


Gleichung (17) wurde zunächst = nach 
a 


Gleichung (16) für eine größere Zahl von 
n-Werten berechnet, tabuliert und in einer 
Kurve zur Darstellung gebracht, desgleichen 
wurde noch eine Kurve für 27 +? als Funk- 
tion von 7 gezeichnet. Durch Kombination 
dieser beiden Kurven wurde dann noch in 
Abb. (4) die Beziehung zwischen 27 + 7° und 
„—y Zur Darstellung gebracht. Zur numeri- 
schen Berechnung von A für gegebene Werte 
der Meßstellen, von Rohrhalbmesser und Rey- 
noldsscher Zahl (Geschwindigkeit, Zähig- 
keit) sind jetzt nur die Werte " und ” 
ak aR 
zu berechnen, aus Kurve Abb. 4 die zuge- 
hörigen Werte von (27 + n?) zu entnehmen, 
Abb. 4 deren Differenz zu bestimmen und nach 
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Gleichung (20) mit Ye zu multiplizieren. Für die Poiseuillesche Strömung des Kreis- 


rohrs gilt bekanntlich Unax = 2%. Umax ist aber in unserer Darstellung der Geschwindig- 
keitsbetrag für das mittlere Stück konstanter Geschwindigkeit = u. Für uv—= 2% ist aber 


„=1 und (27+9»?)= 3. Für diesen Wert von (27 +?) ergibt sich — = (0,115. In 
ak 


diesem Punkt (vergl. Abb. 4) müssen wir also den Beginn des Poiseuilleschen Gesetzes 
ansetzen. Schreiben wir dieses in der Form 

2 = en e_ = 16 an . . . . . . . (21) 
a eu ar 


en 


u? 


LS) 


und berücksichtigen (19), so erhalten wir die Richtungsangabe für die Poiseuillesche 
Gerade, die man in Abb. 4 von dem markierten Punkt an eingetragen findet. Man sieht, 
daß die Gerade mit einem ganz 
leichten Knick an die Kurve 
ansetzt, eine natürliche Folge 
unserer Näherungstheorie. In 
Wirklichkeit wird der Ueber- „, 
gang asymptotisch sein. 

In der angegebenen 
Weise wurde für jedes der drei 
Rohre 4 für eine Anzahl von 
R-Werten berechnet. , 

In den Abb. 5 bis 7 sind 
die berechneten Punkte für die 
drei Rohre durch kleine Kreise 
kenntlich gemacht. Wie man 99% | 
sieht, schmiegen sie sich der | 
durch die beobachteten Punkte | 

: .. j 000357 —— —— 
gelegten Kurve in für eine | 
Näherungstheorie befriedigen- 
der Weise an. | 

Durch Reihenentwick- goa | 
lung von f(y) nach Potenzen 0 R 7000 2000 3500 5000 "0000 15000 
von 7 (bis einschließlich qua- Abb. 
dratische Glieder) ergibt sich 


fn) = - n?. . (22) h 





| 
| 
| 





| 
m 





| 
| »beobachrer 


o berechnet 


D 
NS) 
S 
T 
| 
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und wegen(17)und (20) unter oa! — m | | | # 
Vernachlässigung von 7° | | | | | 
4 10 a | | | 
Be: ee . Y 23). oaL nie "EEE. Bmessinenne 
Vz + Vz; . =. | | 
Die hiermit für das mitt- a 
lere Rohr ermittelte Asymp- RR 
tote unserer A-Kurve findet 7 | - 
sich in Abb. 6 eingezeichnet. | | | 
| | | | 
I. Der Anlaufverlust „I. ei k | | 
der Poiseuilleschen g Se 
Strömung. | | | 
1. Der Anlaufverlust ” | | 
nach der Theorie. Ein | | 
besonderer Fall der im vor-- | - u u: 
hergehenden behandelten ra 
Aufgabe ist dann gegeben, I 
wenn die eine Meßstelle mit „oo, | | r 
50 00 RAR 2000 5000 70.000 20000 


der Eintrittsstelle der Strö- 
mung, dem Rohranfang, zu- Abb. 6 
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sammenfällt und die andere an einem Pankt liegt, wo bereits die parabolische Verteilung 
hergestellt ist. In diesem Fali fragen wir also z. B. nach dem gesamten Strömungs- 
widerstand innerhalb eines Rohres, an dessen Ende parabolische Verteilung herrscht. 

En 


. R . R R er 
Nach unserer Theorie wird diese bei einem Werte von u 0,115 un — 
v A 
. [2 
N 5) 


erreicht. Dementsprechend wurde die Kurve, Abb. 3, von hier ab als Gerade mit der 
Neigung 1:16 weitergeführt. Die Gleichung dieser Geraden lautet: 
0,115) 1 u rn ER 


arR 


) ) rn 
Po p ei ( 
us aR 


o 
7 





0,035 ee Ohne das letzte Glied ist 


| diese Gleichung identisch mit 
| dem Poiseuilleschen Gesetz. 
Wir erhalten also als zusätz- 
lichen Anlauidruckverlust 1,16 
„beobachtet Geschwindigkeitshöhen, zuzüg- 
lich des Eintrittsverlustes einen 
Gesamtzusatzverlust von 2,16 
Geschwindicekeitshöhen. 






0,02 


, fr $ 
oberechne) 


0,01 


2. Die Hagenbach- 
sche „Korrektur der leben- 
digen Kraft“. In nächster 
Beziehung zu dem hier ermittel- 
ten »Anlaufverlust« steht die 
‚  Hagenbachsche') »Korrektur 
A der lebendigen Kraft«. Hagen- 
bach hat nämlich darauf hin- 

PR ö N gewiesen, daß bei Zähigkeits- 
WM 1000 2000 300 2009 00.7 © bestimmungen nach der Kapil- 
Abb. 7 larmethode außer der Reibungs- 

arbeit, die dem Poiseuille- 

schen Gesetz gehorcht, auch noch die Energie der ausströmenden Flüssigkeit in Rechnung 


zu setzen ist. Setzt man für diese parabolische Geschwindigkeitsverteilung an, so erhält 
h 02 m u? 
man als Korrektur der Poiseuilleschen Gleichung ?o - gegenüber 2,16 e 2 nach 


0.005 


0.0038 











unserer Theorie. 

Grundlage der Hagenbachschen Theorie ist die Annahme, daß der gesamte 
Druckabfall sich zusammensetzt aus einem Glied für die Energie der Poiseuilleschen 
Strömung und einem für die Poiseuillesche Reibungskraft. Oder, mit anderen Worten, 
es wird angenommen, daß die Reibungskraft in der ganzen »Anlaufstrecke« bereits die- 
selbe ist wie bei der parabolischen Verteilung. Ein Anhalt dafür, daß dem so ist, ist 
keineswegs gegeben. Theoretisch ist von Helmholtz?) vielmehr gezeigt worden, daß bei 
Abwesenheit von Trägheitskräften, also auch hier bei der Poiseuille- Strömung, sich 
die kleinstmögliche Reibungsarbeit einstellt. Eine abweichende Verteilung erfordert also 
mehr Reibungsarbeit, und man wird im Anlauf mit größerer Reibung zu rechnen haben. 
In Einklang hiermit steht, daß unsere Theorie tatsächlich einen höheren Wert für die 
Korrektur liefert. Da es jedoch nicht ganz ausgeschlossen ist, daß eine strenge Theorie 
wieder zum Hagenbachschen Wert führt, empfiehlt sich eine Pıüfung durch den Versuch. 


3. Messung des Druckverlustes durch Eintritt und Anlauf. Zur experimen- 
tellen Prüfung fübren wir für diesen Zusatzverlust in Geschwindigkeitshöhen die Be- 
zeichnung (C ein und formen Gleichung (24) um in 


> “) 
Po —p a h 
M_8+CR az Se 
ruu 3x 

a? 


) Ed. Hagenbach, Pogg. Ann. 109, 3835. 1860. 
2) H. v. Helmholtz, Wiss. Abhdle. 1, S. 224. 1882. 
) Po—pı enthalte zum Unterschied von p9—Ppı auch den Eintrittsverlust. 


3 
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Po ex Ppı 
Tuu 


a* 


Dies ist die Gleichung einer Geraden für die dimensionslosen Koordinaten 


a . . . . . . . 
und R,, Tragen wir die experimentellen Werte in dieser Weise auf, so erhalten wir 
die gesuchte Größe C als die Neigung der Geraden durch die Versuchspunkte. Wenn 


... . Pre . . . . . . .. a 
für die Zähigkeit « der richtige Wert eingesetzt wird, so muß die Gerade für A — 0 


2ı 


durch den Punkt m — 8 gehen. Wird « unrichtig eingesetzt, so bleibt die Kurve, 
KL MU 
a® 
wie eine einfache Ueberlegung zeigt, doch noch eine Gerade mit derselben Neigung, ist 
also jedenfalls für unseren Zweck verwendbar. Zur Ermittlung des gesamten Druck- 
verlustes (einschließlich Eintrittsverlust) in der Anlaufstrecke, d.h. von der Eintrittstelle 
bis zu einem Punkt Poiseuillescher Verteilung wurde der eine Schenkel des Manometers 
an eine genügend weit vom Einlauf entfernte Meßstelle gelegt, der andere Schenkel an 
einen 25 cm über der Eintrittstelle gelegenen Punkt des Troges (Sch., Abb. 2). Die Spiegel- 
differenz im Manometer gibt uns so die gesuchte Druckdifferenz unter der sicher zulässigen 
‚Voraussetzung, daß im Trog kein merklicher Druckverlust durch Reibung vorhanden ist. 
Zunächst wurde mit abgerundetem Einlaufstück gearbeitet. Der Abstand 
der Meßstelle am Rohr vom Einlauf betrug bei drei Versuchsreihen 197,37 cm, bei 
einer 104,75 cm. Die Resultate wurden in Kurven in der oben besprochenen 
Weise niedergelegt; die der letzten Reihe sind in Abb. 8 wiedergegeben. Der 
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Abb. 8 


Verlauf ist, wie erwartet, sehr gut geradlinig. Die Neigung, d. h. die gesuchte Kon- 
stante C, ergab sich für die einzelnen Reihen zu 2,35, 2,36, 2,15, 2,115; im Mittel 

—= 2,32. Dabei möchten wir der letzten Reihe, Abb. 5, die sich über den größten Be- 
reich erstreckt, mit dem Wert 2,115 ein etwas größeres Gewicht beilegen, so daß die 
Uebereinstimmung mit dem theoretischen Wert 2,16 als gut bezeichnet werden darf. Da 
alle Reihen größere Werte als 2 liefern, so kann man jedenfalls annehmen, daß die Ab- 
weichung unseres näherungstheoretischen Resultats für CE vom Wert 2 auch bei einer 
strengen Theorie erhalten bliebe. 

Außerdem wurden am engen und mittleren Rohr noch gleiche Messungen mit scharf- 
randigem Einlaufstück ausgeführt. Es ergab sich hierbei das mit früheren Messungen über 
den Einfluß der Anlauflänge (Sch., Abschn. 4) übereinstimmende Resultat, daß die Verluste 
sich bei dem engen Rohr von den Verlusten bei Abrundung bis fast zum Eintritt der 
Turbulenz kaum unterschieden. Der laminare Teil der Kurve (Abb. 9) ist wieder eine 
Gerade mit der Neigung 2,38, in weitgehender Uebereinstimmung mit den Versuchen mit 
abgerundetem Einlaufstück. Man hat also anzunehmen, daß sich die Flüssigkeit selbst 
eine Art Abrundung am Einlauf (nırch einen stationären Wirbel schafft, und daß ein 
Abwandern von Wirbeln in merklichem Maße erst knapp vor dem Eintritt der allgemeinen 
Tarbulenz einsetzt. 
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Anders beim mittleren Rohr 


















































I 3 (Abb. 10): Hier zeigt zwar der 
3 | u laminare Kurventeil auch noch an- 
s—— | nähernd linearen Verlauf, soweit 

F 3 man dies bei der geringeren Ge- 
-1- Er nauigkeit der niedrigeren Versuchs- 
I WE ER TR werte beurteilen kann. ‚Jedoch ist 

SEE = der Anstieg ein wesentlich stärkerer, 
1 BER re wie man an der zum Vergleich 
re 3 durch die unteren Punkte gezoge- 
2, | | | nen Geraden mit Neigung 2,2 sieht. 
| Außerdem würde die verlängerte 
a1 —— Gerade durch die Versuchspunkte 
a | die Ordinatenachse wesentlich tiefer 
| unter dem Wert 5 schneiden, als 
20: man nach der Zuverlässigkeit des 
” BROKER a Mn 5 Zähigkeitswertes erwarten könnte. 
I 1 Man wird also wohl in Wirklichkeit 

a nn: Cu Eu eine schwach gekrümmt gegen den 
Fr Wert 8 hin verlaufende Kurve an- 
zunehmen haben. Augenscheinlich 

1/4 r—Lv® tritt also hier schon sehr früh ein 
| ni e Abmarsch von Wirbeln auf, der 
| mit Druckverlust verbunden ist. 
ni ae 2 Es wird sich daher bei Zähigkeits- 
27 bestimmungen empfehlen, dem Ein- 

Abb. 9 laufstück eine geeignete Abrundung 


zu erteilen. 


III. Folgerungen für Zähigkeitsbestimmungen. 


1. Bestimmung des Zähigkeitskoeffizienten mit beliebig kurzen Rohr- 
stücken. Zähigkeitsmessungen werden in der Regel so ausgeführt, daß ein gemessenes 
Flüssigkeitsvolumen durch ein Rohr von einem höheren zu einem tieferen Niveau be- 
fördert wird. Die Berechnung erfolgt nach dem Poiseuilleschen Gesetz unter Berück- 
sichtigung der Hagenbachschen Korrektur. Nach den Darlegungen in Abschnitt I 
und II gilt die letztere (bezw. 2,16 statt 2) jedoch nur für = > 0,115. Dies setzt ein 
verhältnismäßig enges und langes 
Rohr, d.h. große Ausflußzeiten voraus, 
was den Bedürfnissen der Technik 
zuwiderläuft. Dort werden vielfach 
auch weitere, kürzere Rohre verwendet. 
Soilen mit diesen einwandfreie Ergeb- 
nisse erzielt werden, so muß eine 
entsprechend veränderte Korrektur ein- 
gesetzt werden, wie sie die entwickelte 
Theorie für beliebige Rohrlängen 
liefert. 

Als Versuchsanordnung denken 
wir uns etwa die einfachste Form, ein 
oberes und ein unteres Reservoir'), 
dazwischen das Rohrstück, als Druck- 
höhe die (mittlere) Niveaudifferenz der 




















m | | Flüssigkeitsoberflächen. Zu ermitteln 
zer HR s 6 7’ & 2 ” sind Rohrlänge x und Halbmesser a, 
2x die Durchflußgeschwindigkeit üö, die 

Abb. 10 Dichte o der Flüssigkeit und der 


I) so weit, daß während der Dauer des Versuches keine wesentliche Aenderung der Niveau- 
differenz eintritt. 
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mittlere Höhenunterschied der Flüssigkeitsoberflächen. Der Druckverlust P, — pı, den 
die Flüssigkeit beim Strömungsvorgang erleidet und der durch den Spiegelunterschied 
gegeben ist, setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: dem der Bernoullischen Gleichung 
gehorchenden Eintrittsverlust beim Eintritt in das Rohr und dem Verlust bei der 
Strömung durch das Rohr. 


In unserer Gl. (19) FRRGRER. WR . are « (19) 
_ fi > I - . 


TE 


2 Js 
|, 


war po — pı definiert lediglich als der zweite Anteil. Hierfür erhalten wir hier nach 
Bernoulli 
(p —pı) = (P — p) — :— UN de NE 


_ 


und 


. Po — 
FT a ER 


u? 


IV 
I 
wu 


[2 
x 


2 


Zu dem so ermittelten Wert von 27 + n?* finden wir in Kurve Abb. 4 den zuge- 

x 
arR 2. a? O 
Verfahren ist leicht für alle möglichen Längen anzuwenden. 


hörigen Wert von ‚ woraus u als einzige Unbekannte zu berechnen ist. Dies 


2. Der Englersche Zähigkeitsmesser. Weit verbreitet ist für technische Zähig- 
keitsmessungen der Apparat von Engler, bestehend aus einem kKreiszylindrischen Gefäß 
von 10,6 em Durchmesser, in dessen Bodenmitte ein 2 cm langes und 0,2) cm weites 
Ausflußrohr eingesetzt ist. Gemessen wird die Zeit, in der sich der Flüssigkeits- 
spiegel von 5,2 cm bis 2,93 cm über der Ausflußmündung senkt (entspr. einer Ausfluß- 
menge von 200 cm’. Das Verhältnis dieser Zeitdauer für die zu bestimmende Substanz 
zu der für Wasser von 20°C liefert den »Englergrad«. 

Zur Umwertung des »Englergrads« in »absolute Zähigkeit« besteht eine empirische 
Gleichung von Ubbelohde') und eine theoretische Behandlung von v. Mises?), die 
nicht völlig übereinstimmen’). Die Berechnung von v. Mises benutzt die Hagenbach- 
sche Korrektur, d.h. die Annahme, daß in jedem Fall die parabolische Verteilung noch 
innerhalb des Ausflußrohres erreicht werde. Wie eine Nachrechnung auf Grund unserer 
Theorie ergab‘), ist dies jedoch für Wasser von 20°C nicht der Fall. Man erhält für 


den Beginn der Ausströmung . —= 0,01272, während (s. o.!) die parabolische Verteilung 
a 
erst bei = — 0,115 erreicht wird Man wird also die Anwendbarkeit der Misesschen 
a 


Theorie auf den Fall beschränken müssen, daß als Vergleichsilüssigkeit statt des Wassers 
eine solche gewählt wird, deren höhere Zähigkeit die Erreichung der parabolischen Ge- 
schwindigkeitsverteilung innerhalb des Ausflußrohres garantiert’) und auf die Bestimmung 
der Zähigkeitszahl solcher Flüssigkeiten. 

Will man den Englerschen Apparat ganz allgemein zur unmittelbaren Bestimmung 
der absoluten Zähigkeit benutzen, wozu unsere Theorie die Möglichkeit bietet, so ist zur 
Erfüllung der theoretischen Voraussetzungen nötig, das Einlaufstück so abzurunden, daß 
keine Koırtraktion eintritt und im Eintrittsquerschnitt konstante Geschwindigkeit herrscht °). 
Am einfachsten und genauesten wäre es, mit konstantem Spiegel zu arbeiten. Dann erfolgt 
die Bestimmung nach 1. Will man jedoch, wie üblich, den Spiegei von einer Marke bis 
zu einer zweiten sinken lassen, so hat man dem Apparat eine Tafel mit Kurven gleicher 
Zähigkeit als Funktion von Dichte und Ausflußzeit beizugeben, die man unschwer auf- 
stellen kann. 


) L. Ubbelohde, Tabellen zum Englerschen Viskosimeter, Leipzig 1918, 8. 26. 

2) R.v. Mises, Ueber den Englerschen Flüssigkeitsmesser, Phys. Zeitsehr., 12, 812, 1911. 

3, vergl. L. Gümbel, Zeitschr. f. techn. Phys. 2, 172, 1921. 

*) L. Schiller, Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 248, Abschn, III, 
8. 1922. 

5) Aus einem anderen Grunde empfiehlt auch v. Mises l. e. die Verwendung einer Vergleichs- 
substanz von höherem Zähigrkeitsgrade. 

6) Auch die Anwendbarkeit der Misesschen Theorie dürfte der gleichen Forderung unter- 
worien sein. 
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Anhang. 


Der Eintrittsverlust für die turbulente Strömung. Bei turbulenter Strömung 
braucht man wegen der geringen Grenzschichtdicke') auf die Geschwindigkeitsverteilung 
im Querschnitt keine Rücksicht zu nebmen. Ein »Anlaufverlust«e kommt also nicht in 
Betracht. Als Kintrittsverlust setzen wir wieder eine Geschwindigkeitshöhe. Ein wei- 
terer Verlust ergibt sich dadurch, daß der im Eintritt kontrahierte Strahl sich ziemlich 
schnell auf den vollen Röhrenquerschnitt erweitert. Aus einer Impulsbetrachtung folgt 


. 7 r ou® | Mc ” z Er R 
hierfür ein Druckverlust von u ( u 1) -, wo « der Kontraktionskoeffizient ist. Der 


gesamte Druckverlust im Einlauf ergibt sich also zu 
1 


en (*-1)+1)- er (3-° +2). 


Setzt man als Kontraktionskoeflizient 0,61, so erhält man für die Klammer den 
Wert 1,4 und für den Druckabfall vom Trog bis zum Ende der Meßstrecke 
2 ? 


Ip» ı,4o - —. o)x - ar a a ae 6 A 


2 “uU 


Um mit unserer graphischen Darstellung in Uebereinstimmung zu kommen, divi- 


" - j . . UUX 
dieren wir diese Gleichung durch — ,- und erhalten so: 


a 
Ap al. a @ 

| (1,1 »Ä ) a a SE 
HUX 22 u 

a® 


Auf Grund dieser Gleichung und mit Benutzung der A-Werte nach Blasius 
Sch., Gl. (4)) wurden mehrere Punkte berechnet, die in Abb. 9 und 10 als Kreise 
eingezeichnet sind. Ihre für hydraulische Verhältnisse sehr befriedigende Uebereinstim- 
mung mit dem Experiment zeigt die Nützlichkeit der zugrunde liegenden Impuls- 
betrachtung. 111 


Stationärer | 
Bewesungszustand einer schraubenförmigen Wirbelfläche.”) 


Von H. REISSNER in Berlin. 


ie Theorie des Schraubenpropellers in einer inkompressiblen reibungslosen Flüssig- 

keit hat durch die Arbeiten von Joukowsky, Föttinger, Prandtl und Betz 

eine neue Wendung erhalten‘) Ausgehend von der von Kutta, Joukowsky, 
Lanchester und Prandtl begründeten Flügelflächentbeorie der geradlinigen Bewegung 
haben die erstgenannten die Flügelflächentheorie der Schraubenbewegung auf dem durch 
ein schraubenförmiges Wirbelsystem bedingten Strömungszustand aufgebaut. Während 
aber noch Joukowsky, Prandtl und Föttinger ein System isolierter, schraubenförmiger 
Wirbellinien, die von den Flügelspitzen bezw. der Nabe ausgehen, gebrauchten, hat Betz 
die Vorstellung einer von der Hinterkante des Schraubenflügels zurückgelassenen Wirbel- 
schicht in scharfsinniger Weise von der Tragflächentheorie auf die Propellertheorie 
übertragen. 

Er macht bei seinen Ueberlegungen die Voraussetzung, daß die vom Propeller- 
flügel erzeugten, sich über die Grundströmung überlagernden Zusatzgeschwindigkeiten so 
klein sind, daß die von der Hinterkante zurückgelassene schraubenförmige Wirbelfläche 
sich im Strömungseleichgewicht erhält bezw. von der Grundströmung unverändert fort- 
getragen wird. Diese Voraussetzung schien mir bei dem Studium der Betzschen Arbeit 


I) Vergl. hierüber z. B. Prandtl, Abriß der Lehre von der Flüssigkeits- und Gasbewegung, 
Jena 1918, S. 20, oder v. Mises, Elemente «der technischen Hydromechanik, I, Leipzig 1914, S. 67. 

*) Vergl Prandtl, 1. e. S 13 und 27. 

3), Vortrag auf der Jenaer Versammlung, 20. September 1921. 

4) Joukowsky in eicer etwa 1912 erschienenen, mir augenblicklich nicht zugänglichen russi- 
schen Arbeit H. Föttinger, Jahrb d. Schiftbautechn. Gesellsch. 1918 S. 355 bis 472. — L. Prandtl, 
Handwörterbuch d. Naturwissensch., Jena 1913 S. 134. — A Betz, Schraubenpropeller mit geringstem 
Energieverlust, Nachr, Gesellsch. d. Wiss., Göttingen 1919. 
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zu eng für eine fruchtbare Anwendung zu sein, und ich versuche in Folgendem sie zu er- 
weitern. Es stellt sich nun bei genauerer Durchreehnung in der Tat heraus, daß der von 
Betz vorausgesetzte stationäre Bewegungszustand einer schraubenförmigen Diskontinuitäts- 
fläche mit den hydrodynamischen Gleichungen ohne einschränkende Bedingungen ver- 
träglich ist. Mit der folgenden Betrachtung ist freilich nur der Zustand in genügend weiter 
Entfernung hinter dem Propeller, auf den es dynamisch allerdings auch nur ankommt, 
diskutiert. Ferner ist die Abgrenzung der Wirbelfläche an den Flügelspitzen noch einer 
weiteren Diskussion bedürftige. Immerhin schien es mir wichtig genug zu zeigen, daß 
tatsächlich die Vorstellung der rotierenden schraubenförmigen Wirbelfläche rationell ist. 

Die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinaten 2, 7, p lauten 
in bezug auf ein um die z-Achse:-mit der Winkelgeschwindigkeit ® rotierendes Koordi- 
natensystem: 


\ 


1 Op dw Ow vv (ow 
Ww + U — a Ü 
I» 2 ()Yr PR 
u 02 ( „e 1 F 
| Op» Ou ou v(ou v’ 2 
+ w + u N — — 10° 20V == U (1 ) 
tt Or (2 dr y Ip r }) 
| dp dv ()v vv uv 
+ w Pa4=% +— +7o0u=V 
u rOg O2 ()y Y op y 


wo u, v, w die Relativgeschwindigkeiten nach der r, 9, z-Richtung. 
Die Gleichungen für ein festes Zylinderkoordinatensystem gehen aus den obigen 
hervor, wenn man die Glieder mit ® fortläßt. 


Man kann diese Gleichungen in bekannter,Weise umformen durch Einführunz der 
Wirbelgeschwindigkeiten /, m, n, nämlich der Größen: 


1 /Ou Orv\ Ov I Ow Ow Au 
nm | 2 m - 2m= (2). 
Y Og Jr U2% y 0g Or Oz 
Man erhält durch Einführung von (2) in (1) die Gleichungen (1a) 
Od; i (4 1 $% 
+23 (vl — um) -—=2(wm — vn) = 2 (un uw) (la), 
O2 ()yr y’ Up 
worin 
2 2 2 „2 
yp uU v1 
>= > 7, | ), 
u 2 2 


eine Art erweiterter Bernoullischer Energie und: 
nn uen—-o0 ,. .°. Be ne De (2a) 

die absolute Wirbelgeschwindigkeit in bezug auf die z-Achse bedeuten. i 

Aus dieser Gleichung schließen wir, daß für ein rotierendes Koordinatensystem 
sowohl die relativen Stromlinien als auch die absoluten Wirbellinien auf den Flächen 
4 = konst. liegen, weil sich aus (1a) die Gleichungen ablesen lassen: 
cd); 03 co) cd, n 0’ cd) 
a FR ?ıw a l Ar un Eu 


)r r Ug ()2 Oy 7° Vg Oz 


u 


_ Wir betrachten nun einen schraubenflächenartigen, wirbelnden Bereich, der sich 
mit konstanter Wirbelgeschwindigkeit herumdreht, und fragen nach den Bedingungen für 
die Existenzmöglichkeit eines solchen. 

In diesem dünnwandigen Bereich sollen die absoluten Wirbellinien als zylindri- 
sche °) Schraubenlinien laufen, d.h.: 
== 0 m=S0C0SE n, = ssine, 
wo € der Steigungswinkel der Schraubenlinien, der bei einer geraden Schraubenfläche 


u .». . [} * h * y ” 
von der Ganghöhe Ah gegeben ist durch die Beziehung tg e = ä und wo s die resu!tie- 
€ tr 


rende Wirbelgeschwindigkeit Ym’—+ nı?. 

Die Stromlinien in diesem Bereich sollen nicht alle als zylindrische Schrauben- 
linien verlaufen, vielmehr entsteht die resultierende Wirbelgeschwindigkeit dadurch, daß 
auf beiden Seiten des dünnen, schraubenflächenartigen Bereiches die Radialgeschwindig- 
keiten « verschieden sind. 


3) Bei konischen Schraubenlinien hätte man 2: 0 zu setzen. 
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Durch diese rasche Veränderlichkeit (Sprung) Ju der Tangentialkomponente u 
der Geschwindigkeit entsteht eine Wirbelgeschwindigkeit 
1 Ju 
dee 2 Ir ‘ 
wo /»v die Dicke des Schichtbereiches. 
Die aus v und w allein resultierende Geschwindigkeit V, verläuft ebenfalls in 
zylindrisch schraubenförmigen Bahnen. Es gilt also: 
v—= V, cose& w —= Vı sin & V,?’ = v’+w®. 
Für die Geschwindigkeiten an den Grenzen der schraubenförmigen Wirbelschicht 
kann man nun aus der Betrachtung der nicht wirbelnden Umgebung einiges aussagen. 
Bezeichnet man mit y. die Bernoullische Energiegröße außerhalb der Wirbel- 
schicht, welche konstant ist nach Gl. (la), da alle absoluten Wirbelgeschwindigkeiten 
Null sind, in bezug auf das bewegte Zylinderpolarkoordinatensystem rgz, so ist offenbar 
nach (3) 
p “"+v+ w w?r‘ po wo” 


fa = + — — konst. — +— . . . . .(88) 


[7 2 2 u 2 

da im Unendlichen der Druck p=p, und die Geschwindigkeitskomponenten «wo und wr 
sind. Für Antriebspropeller oder Ventilator ist wo = 0, nur für Windmotorflügel ver- 
schwindet «“ nicht. 

Da ferner auf beiden Seiten der dünnen wirbelnden Schicht der Druck p derselbe 
sein muß und nach Voraussetzung auch die Geschwindigkeiten vo und w, so müssen auch 
die Geschwindigkeitsquadrate «° gleich, also die « selbst gleich oder entgegengesetzt 
gleich sein, d.h. es wird das oben eingeführte Ju = 2w. sein, wo u. die Radialgeschwin- 


diekeiten an den Oberflächen der Schicht. 
Die Gleichungen (la) innerhalb der wirbelnden Schicht werden also: 


n == — 2s Ar scose =: — 2V, s(sinecose -— cosesine) — 0 = — r2s4dvssine (1b). 
“5 (1 y 

Die Flächen y = konst. der wirbelnden Schicht, auf denen die Stromlinien ver- 
laufen, werden demnach nach der zweiten der Gleichungen (1b) jedenfalls gebildet aus 
den auf der z-Achse senkrecht stehenden Radien. 

Da wir nun nach einer längs der z Achse und um die --Achse gleichförmigen 
Strömung fragen, muß die Wirbelgeschwindigkeit s eine reine Funktion von r sein. 


Gleichungen (1b) lassen dann die folgende Integration zu: 
= — 2s’Iveoser + 2s’rdvsinep-+ec, 

wo c eine reine Konstante ist und Jr der Abstand der betrachteten Fläche des Schicht- 
bereiches von der Mittelfläche der Schicht. 

Hierin müssen die Größen s’cose und s’rsine unabhängig von r sein, da 
Os . . . . . .. 
- — (, was erfüllt ist, wenn man verlangt, daß die Wirbelgeschwindigkeit s längs des 
( r 
Radius r veränderlich ist nach der Gleichung: 

9 De ES Hr . :" 


wo s, eine Koerstante, d.h. die Wirbelgeschwindigkeit für r = », wonach s von außen 
nach innen zunehmen und die 2-Achse selbst ausgeschlossen werden muß, 


Es ist nun andererseits nach (3) 


p u? +v?’+ w? 2,3 
= nr ae 
: u 2 2 


und nach (3a) an der Oberfläche der Wirbelschicht 


zw Es , 


u 2 
und damit wird die Gleichung der Flächen z = konst. 


2 o A p wo> 
25. J72+25, z Jvg hr RE, 


- 


Man kann offenbar den Anfangspunkt der z so wählen, daß diese Gleichung der 
Wirbelschicht die Form annimmt: 
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Es folgt übrigens auch aus (4) die Radialkomponente « der Geschwindigkeit 


1 
u=msdrı1 = U, 


(5). 
COSE 
Diese Radialgeschwindigkeit wird in der Achse unendlich, was ein Umströmen der 
scharfen Innenkante der Wirbelfläche mit unendlicher Geschwindigkeit bedeutet. Ein 
zylindrischer Bereich an der Nabe ist also auszuschließen vermittelst einer eingefügten, 
anderen Nabenströmung. 
Dagegen können die Geschwindigkeitskomponenten v® und w der Wirbelschicht 
willkürlich angenommen werden, wenn nur die Bedingung erfüllt ist: 
h 
v=vigte=Vvy 
nr 
Eine Verfügung über diese Geschwindigkeiten muß auch deshalb an dieser Stelle 
willkürlich bleiben, weil die ergänzende Frage nach dem Potentialströmungszustand um 
die oben berechnete Wirbelfläche herum, welcher eindeutig mit der Wirbelfläche ver- 
knüpft ist, sonst nicht widerspruchsfrei lösbar bezw. sonst die Gl. (5) für « als Grenz- 
bedingung an der umströmten Wirbelfläche nicht erfüllbar wäre. 
Auf Grund dieser Betrachtung kann demnach der folgende Satz ausgesprochen 
werden: 


Eine Wirbelfläche (Unstetigkeitsfläche der T’angentialkomponente der Geschwindig- 
keit) von der Gestalt einer geraden Schraubenfläche von der konstanten Steigung A, d.h. 


. h * . ” ” “ . [3 ” 
von der Gleichung 2=9 >, deren Wirbellinien in zylindrischen Schraubenlinien ver- 
2 TE 


laufen und welche mit der kons’anten Wirbelgeschwindigkeit ® rutiert, befindet sich im 
stationären Strömungsgleichgewicht (ist kräftefrei möglich), wenn die Radialgeschwindig- 
keiten auf beiden Seiten der Wirbelschicht entgegengesetzt gleich und vom Radius nach 
Gleichung (5) abhängig sind. 

Die hier beschriebene Wirbelschicht geht radial ins Unendliche, während die wirklich 
auftretende Wirbelschicht in der Nähe des Flügelspitzenradius endigen muß. Das Bild 
wird also physikalisch nicht stimmen in der Nähe der Flügelspitzen. Es wird noch einer 
weiteren Untersuchung bedürfen, um festzustellen, ob sich die wirkliche schraubenförmige 
Wirbelschicht hinter einem Propellerflügel von dem äußeren Rande her in sich aufwickelt 
und dadurch in eine kaum noch mathematisch faßbare Mischbewegung übergeht oder ob 
sie auch gegen einen äußeren nicht wirbelnden Teil im Gleichgewicht zu halten ist, etwa 
durch eine sich anschließende, den Strahl begrenzende, ringförmig zylindrische Wirbel- 
fläche. 153 


Die Induktion 
von Wechselströmen in einer ebenen, leitenden Schicht. 
Von M. ABRAHAM. 


enn man in einer Schicht aus schlecht leitendem Stoffe, etwa feuchter Erde, zwei 

Elektroden anbringt und diese durch einen primären Wechselstrom periodisch auf- 

zuladen sucht, so wird in der Schicht jeweils von der positiven zur negativen 
Elektrode ein Strom fließen, der den primären Strom zu einer geschlossenen Strömung 
ergänzt. Wäre die Strömung stationär, so erhielte man das bekannte Bild, bei dem kreis- 
förmige Stromlinien von der einen Eiektrode zur anderen laufen. Bei Wechselstrom ist 
nun aber das magnetische Feld in Betracht zu ziehen, und zwar sowohl das des primären 
Stromes wie das der sekundären Strömung in der Schicht selbst. Werden die von diesen 
magnetischen Feldern induzierten elektrischen Kräfte berücksichtigt, wie verlaufen dann 
die Stromlinien in der Schicht? Diese Frage, die in der sogenannten »Erdtelegraphie« 
eine Rolle spielt, bildet den Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchungen. 

Es erweist sich als zweckmäßig, die Fragestellung zu verallgemeinern und als 
Erreger einen Hertzschen Dipol anzunehmen, der über der Schicht steht, sei es senk- 
recht (2), sei es parallel (3) zu ihr; so ist man von vornherein sicher, daß die elektrischen 
und die magnetischen Kräfte des primären Feldes durch die Feldgleichungen miteinander 
verkettet sind. Man gelangt zu allgemeineren Lösungen, indem man Hertzsche Dipole, 
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d. h. Stromstücke aneinander reiht. Läßt man wagrechte Stromstücke an die Schicht 
heran oder in sie hinein rücken und fügt sie dann aneinander, so erhält man einen 
geraden Draht von endlicher Länge, der zwei Elektroden verbindet; wir gelangen so zu 
der Lösung jener Aufgabe der Erdtelegraphie (4). Wir behandeln weiter noch die Fälle, 
wo als Erreger eine von Wechselstrom durchflossene Spule dient, deren Achse senkrecht 
(5) oder parallel (6) zur leitenden Schicht gerichtet ist. Hier gelingt es, indem man die 
Spule durch einen magnetischen Dipol von periodisch wechselndem Momente ersetzt, die 
in der Schicht induzierte Strömung zu ermitteln. Endlich wird der Sonderfall erörtert (7), 
daß die Spule an die Schicht heran, oder in sie hinein rückt; auch kann die Spule, bei 
horizontal gestellter Achse, eine endliche Länge haben. 

Statt der schlechtleitenden Schicht kann man sich, ohne die mathematische For- 
mulierung zu ändern, eine gutleitende metallische Platte denken; nur die Zahlenverhält- 
nisse (1) werden andere. Die Platte oder Schicht ersetzt man durch eine Unstetigkeits- 
fläche, in der die tangentiellen magnetischen Komponenten bezw. die normale elektrische 
Komponente Sprünge machen erleiden, die den Komponenten des Flächenstromes bezw. 
mit der Liadungsdichte verknüpft sind. Hingegen die tangentiellen elektrischen Kom- 
ponenten und die mit ihnen durch die Feldgesetze verkettete normale magnetische Kom- 
ponente sollen stetig die Sprungebene durchsetzen. Der Ersatz durch eine Sprungfläche 
ist selbstverständlich nur dann zulässig, wenn die Platte oder Schicht nicht zu dick ist (1.). 


Von T. Levi-Civita!) ist eine in mancher Hinsicht verwandte Aufgabe behandelt 
worden, nämlich eine ebene metallische Platte, zu der parallel ein gerader Draht gespannt 
ist; im Draht fließt eine Strom- und Ladungswelle; die Platte schirmt ganz das elektrische, 
zum Teile auch das magnetische Feld ab. Wir zielen hier nicht sowohl auf die voll- 
ständige Bestimmung des elektromagnetischen Feldes hin, wie auf die Ermittlung der in 
der Platte induzierten Strömung; für diese ist die Kenntnis der zu ihr senkrechten elek- 
trischen bezw. magnetischen Feldstärke ausreichend, welche die Dichten der Quellen 
bezw. der Wirbel des Flächenstromes bestimmt. Einen besonderen Fall bebandelt 
T. Boggio‘). 


1. Die Grundgleichungen. Es seien G&,, Do die elektrische und die magne- 
tische Feldstärke des erregenden (primären) Feldes, 6,, 9ı diejenigen des erregten 
(sekundären) Feldes in der Schicht (Platte); sie setzen sich zusammen zu dem Ge- 
samtfeld 

G—_=($,+ ($,, = Do + 9ı. 


Es sei » die Frequenz der Schwingungen, d. h. die Zahl der Schwingungen in 22 
Sekunden; bringt man die Abhängigkeit von der Zeit durch den Faktor e‘’! zum Aus- 
druck, so haben die komplexen Ausdrücke der Feldstärken im Raume den Verkettungs- 
geleichungen zu genügen. 

ix —= 109, dv6=9. .. 9 =1r06, dvS—=0. . (2). 


Dabei ist 

Y 27 2 7 

KA m ZT u 

c cT I 
(e Lichtgeschwindigkeit, ? Schwingungsdauer, A Wellenlänge im Raume). Auch die pri- 
mären und die sekundären Feldstärken für sich sind durch solche Feldgleichungen ver- 
knüpft. | 
Die Schicht (Platte) sei senkrecht zur z-Achse; ihre Mittelebene sei die «y Ebene, 
ihre Dicke sei d; es seien 0, & Leitfähigkeit und Dielektrizitätskonstante des die Schicht 
erfüllenden homogenen isotropen Stoffes; o wird elektrostatisch gemessen, wie überhaupt das 
zugrunde gelegte Maßsystem das Gaußsche ist. Die Komponenten des Flächenstromes 
j sind proportional denjenigen des in der Schicht herrschenden elektrischen Gesamtfeldes: 

zone ie, Amir 
ar ht 

Dabei ist vorausgesetzt, daß die Komponenten (6,, &, über die ganze Dicke der 
Sehicht hin merklich konstant sind (siehe unten). Der Flächenstrom ist mit dem Flächen- 
wirbel des von ihm erregten magnetischen Feldes durch die erste Hauptgleichung ver- 


I) , Levi-Civita. Rendieonti della R. Accademia dei Lincei. Vol. XT!. 1902. 
') T, Boreio, R. Ace. delle seienze di Torino, vol. XXXVIIIL, 1903. 








Heft 2 Abraham, Induktion von Weehselströmen in einer ebenen, leitenden Schicht 111 


knüpft; ihr entspricht eine Unstetigkeit der tangentiellen Komponenten von $;, die aus 
Symmetriegründen ergibt: 

: Pa r _A®- l 

„=F Dis „eE—de| : | (4). 


"Br, We a7 


Das obere bezw. untere Vorzeichen bezieht sich hier, wie auch weiterbin, stets 
auf die obere bezw. untere Seite der Platte, d.h. auf die Seite der positiven bezw. 
negativen z. Ersetzen wir die Schicht durch eine Sprungebene, so können wir die beiden 
Seiten durch z—= + 0 kennzeichnen. So ist z. B die elektrische Flächendichte der Platte 


| v .. j n 
DD + — (Fi für z= +0 j . . . . : (5). 
Zn , 


In der Tat muß aus Symmetriegründen die :-Komponente des Plattenfeldes oben 
und unten entgegengesetzte Richtung und gleichen Betrag haben; andererseits muß ihr 
Sprung, d.h. die Flächendivergenz von &,, gleich 47 sein. 

Die Flächendichten der Elektrizität und des Stromes sind durch die Kontinui- 
tätsbedingung verknüpft: 

. 0 Uy 
v0 + =——+ == () (6) 
Or Oy 
Setzt man abkürzungsweise 


2nalo+ -) 
I zı 
wo « eine Zahl ist, so folgt aus (3), (4) 
S,.+ GC. — es @Nı,; &,, — $,, = + 09. für2z2= +0. .. (8) 
Das sind die Bedingungen an der die Schicht ersetzenden Sprungebene. 


Die Strömung in der Schicht ist nun bestimmt, wenn man die Dichte ihrer 
Quellen und Wirbel kennt; die Quellendichte bezw. die Wirbeldichte sind 


(O7 og, u c)7 a 
D 2 J% ae Jy (9), C — N: 2 (10). 
x Oy ; (la (Yy 
Aus (3), (7) und (1) erhält man 
C 0&, aR%) f MER, 
De | 
27a Jr Iy 2 ta 02 
andererseits aus (5), (6) 
vv ne. 
D=-F $,. fürrz=+0 (11) 
AB 
Es folgt 
O8;: . - IE, .. 
-F 2q8ı: = — für 2 = +0 | 2), 
()» O8 
mit 
a ” (1 ) ‘ 
1 C 
Ferner leitet man aus (3), (7) und (2) ab: 
C O8, ( ($,\ iy n 
= ( — - — 
2na\0x Iy I 


und aus (4), (2) 
c ON q ON y fi N v 
C= + 5 . ’)- | "fürz- +0. 
2n Ox Ooy 2a 02 
Demgemäß hat man 


N: 


B- pe =ipN.: fürz=H+N . (18), 
mit | 
p- Pen . - (13a) 
und ferner 
= (5. + DJ für z=0 7 


Die Grenzbedingungen (12) bezw. (13) an der Schicht bestimmen, mit 
den Feldgleichungen zusammen, die zur Schicht senkrechten Komponenten 
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des sekundären elektrischen bezw. magnetischen Feldes, wenn die des pri- 
mären Feldes gegeben sind. Die Gleichungen (11) und (14) ergeben sodann 
die Dichten der Quellen und Wirbel der elektrischen Strömung, wodurch 
nach allgemeinen Sätzen über ebene Vektorfelder das Strömungsfeld selbst bestimmt 
ist. Wie man sieht, kommt für die Quellen die Konstante g, für die Wirbel die Kon- 
stante p in Betracht; beide haben die Dimension reziproker Längen. 


Zahlenverhältnisse: In (3) kommt der Verschiebungsstrom gegenüber dem Lei- 
tungsstrom nur bei sehr hohen Frequenzen und bei sehr schlechten Leitern zur Geltung. 
In trockner Erde ist bei den Frequenzen der drahtlosen Telegraphie der Verschiebungs- 
strom zu berücksichtigen. Dagegen ist in feuchter Erde selbst bei so hoher Frequenz 
der Verschiebungsstrom zu vernachlässigen, wie aus Untersuchungen von Rausch 
v. Traubenberg und mir!) hervorgeht; wir fanden als Wert der Leitfähigkeit 
= ec’ 10-"°?=#10° bei feuchter Erde. Für Seewasser, wo 0 10'’, ist um so mehr in 
(3) und in (7) e=0 zu setzen, selbst bei Hochfrequenz. Bei telephonischen Frequenzen, 


die wir hier im Auge haben, ist somit selbst in schlechten Leitern — <<o, so daß 
TI 


man hat 
c cR 
“= BE 7 ee er ee ee 
2ndo 2m (15), 
wo R der Widerstand eines cm? der Schicht ist. 

Um mit Flächenstrom rechnen zu können, müssen die Komponenten 6,, 6, in der 
Schicht senkrecht zu ihr merklich konstant sein; das ist nur dann der Fall, wenn die 
Schichtdicke d eine gewisse Grenze d, nicht überschreitet. Diese Grenze kann man 
dadurch abschätzen, daß man das Eindringen von Wellen der betreffenden Frequenz 
verfolgt”); die Bedingung dafür, daß Amplitude und Phase der Wellen sich auf der 
Strecke d,, nur wenig ändern, ist’) 


r d y'" = 
m Br —n I’; 
C ı 


wo # = 10”! gesetzt werden mag also ist die Grenzdicke: 


310° 
a Een 5 Eee ce 
/ 
2Yxorv 
Rechnen wir nun mit einer Schwingungsdauervonein Tausendstel Sekunde, 
setzen also » — 2 10° für die Frequenz, so wird: 
10° | 
du. > BE ee 
2 Vo 10° 


Für feuchte Erde, wo 6 10‘, wird d„=16 m; für Seewasser, wo = 10', 


wird d„= 1,6 m; für Kupfer, wo o=5-10'', wird die Grenzdicke d,„”- 0,02 cm. 
In der folgenden Tabelle ist die Frequenz » — ?2r: 10° gesetzt, daher 


A zu > m 2. 10-7, 
c 
In der ersten Spalte sind die Werte der Leitfähigkeit 0 eingetragen, in der zweiten die- 
jenigen der Schichtdicke d, in der dritten die nach (15) berechneten Werte der Zahl «, 


in der vierten und fünften die aus (13a), (12a) erhaltenen Konstanten p, g, endlich in 


s . . o. 1 1 ’ . . 
der sechsten und siebenten die reziproken Größen —, —, welche die Dimension von 














p q 
Längen haben. 
[02 d @ p q yr ” ah 
Feuchte Erde 10° 10°cem | 5-10-? | 4.106 5 Aa 2,5 km . 10°’km 
Scewasser 1010 10°» | 51077 | 2-10 | 10° 250 m 10* » 
Kupfer 5-10 12:10?» | 5-10-7| 4- 10-1 10-3 2,5 em 10° » 


) Abraham, Rausch v. Traubenberg und Pusch, Physik. Zeitschrift 20, S. 150 (1919). 
9) vergl. Abraham, Theorie der Elektrizität, I, $ 69. 
3) 1. ec. Gl. (207), (207a), wo u=1, e=0 zu setzen ist. 
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Den Feldgleichungen (1), (2) für das primäre Feld &,, Öo genügt man durch An- 
nahme eines Hertzschen Vektors!) 
St. ER See a A 
r 
Dabei stellt der Vektor m nach Betrag und Richtung das Moment eines Dipoles 


dar, mithin sein Betrag das Produkt aus Polstärke und Abstand der (elektrischen oder 
magnetischen) Pole. 


r— Ve? + y?+(z—h)? = An Zins (17a) 
ist der Abstand eines beliebigen Aufpunktes von dem Dipole, der sich auf der z-Achse 
in der Höhe A über der Schicht beiindet. Im Falle des elektrischen Dipoles leiten 
sich die elektromagnetischen Vektoren des primären Feldes aus dem Hertzschen Vektor 
ab gemäß | f 

6, = grad div Jo + #°9o, D»>mirrotdo -» » » » .(17b). 
Im Falle des magnetischen Dipoles ist ©, an Stelle von &, —@&, an Stelle 
von SD. zu setzen. 


2. Vertikaler elektrischer Dipol. Hier ist der Momentenvektor m und also 
auch der Hertzsche Vektor 5. der z-Achse parallel; es kommt allein seine z-Komponente 
7 in Frage: 


—ixr 


Z=m 5, ae Tach Trash Sara nf Sirateı A 


rY 


Aus dieser »Hertzschen Funktion« leiten sich die Komponenten des primären 
Feldes foleendermaßen ab: 


2 0% 7, - 0? 29 02 20 ar 
So. . ’ So, no ’ So; == —— je #»"Z 
or ()2 : Oyoz 2? (i 
. . . sa). 
- ., 020 - .. 02 \ 
I), ze IN : ou = — U . Ha; — ( | 
OıY )e 


Die Hertzsche Funktion, wie auch jede der Feldkomponenten, genügt der » Wellen- 
gleichung«: 


32Z 0? 27 OF Z r 
ss mt, in. DO 
ap“ Oy” (23 
Da So: = 0 ist, d. h die magnetischen Kraftlinien des primären Feldes hier stets 
parallel zur Schicht verlaufen, so wird der Grenzbedingung (13) genügt, indem man auch 
Sı-=0 setzt, d.h. auch dem von den Plattenströmen erregten Felde keine zur Platte 


senkrechte magnetische Feldkomponente zuschreibt. Dann folgt aus (14), daß die Strö- 
mung in der Platte keine Wirbel hat; sie leitet sich also aus einem skalaren Poten- 


tial p ab: Op 5 0) 
Je ze * Z ES © u  ı: ° 
0% Oy 
während nach (9) und (11) die Quellendichte ist 
ER OF Op RE x 9 
Die (- ir > 0 Ve) 


Statt nın 6,. durch die Grenzbedingung (12) zu bestimmen, ist es hier einfacher, 
das sekundäre Feld 6,, 9, aus einer Hertzschen Funktion Z, abzuleiten, entsprechend 
wie sich in (18a) 6, D, aus Z, ableiten; Zı muß ebenfalls der Wellengleichung genügen, 
und außerdem den Grenzbedingungen (8): 


n+Z) _ + iu 07 9%Z+Z) _ + ig 02 
0202 On? !yOz Oy 


für z2— #0 und für beliebige x, %. 
Diese lassen sich zu einer einzigen Bedingung zusammenfassen: 


DE -- ; OZo O (me-ixr 
FigZ = — — ( ) . . . ° . . (21) 


Oz 2 2 r 


ür2z = =0. 
Gesucht ist die dieser Grenzbedingung entsprechende Lösung der Wellengleichung 
0° 2 0? 2Z 0? 2 q 
a - ER = + 1x’ Zzo=I0 . u > . (22). 


Ox? Oy? O2 


I) Abraham, Theorie der Elektrizität, I, $ 79 
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ihr folgt - 077 4 027 03 7, \ | 
. G,=-; te"Z3=- ( a 2 a ee (7) 
O2“ de“ Iy? 
so daß man aus (20) ohne weiteres das Strömungspotential erhält: 
u | . Fr 
gJ — + Z, i ’ : A : o . ° 5 N (23). 
2 


Die wirbelfreie Strömung in der Schicht ist also gefunden, sobald 
man die Hertzsche Funktion Z, des sekundären Feldes kennt. 
Wir setzen 


s®’=o’+(z -+h-—iu)” .. az, => Se 
mit 0 =x° + y’; dabei ist « eine reelle positive Veränderliche. Für « 0 geht s über 
in So, WO 
lt re HH h) . een .‚ (24a). 


Es ist 
für z2<0: so=r der Abstand vom Dipol (vergl. 17a), 
> 2>0:so—=r' der Abstand vom Spiegelbilde des . . (24b) 
Dipols in Bezug auf die Platte 


s ist überall endlich und mit seinen Ableitungen stetig, mit Ausnahme der &y-Ebene; 


ıXS 
ist daber außerhalb der Schicht mit seinen Ableitungen endlich und stetig, und 
8 


genügt der Wellengleichung (22). Diese Gleichung wird daher auch erfüllt durch!) 


. @ e—ixs o 
ZA = im | due g. ( ) . nr (25). 
$ 


(2 


Wir wollen zeigen, daß auch die Grenzbedinpgung (21) erfüllt ist. Es gilt nach (24) 


ıIg 8 
= ! . oder 
7 (d)|2 
(!8 tIE = \ 
()2 du 


für z = 0; daher wird 


u 


( r IXS 
7 rm fauwe gu | ( rn .(25b). 


Eine partielle Integration ergibt 


» 


’ NER EL un rc 
A=Frm ae Mg | ng [due > 
[2 — U) 3 
also / A PRBEON ds 
ZA =tm Fig [due (26). 
so 5 
Ableitung nach 2 ergibt, wegen (25a) 
OZ I (Memixs “ ; 0 ferixs 
'—-tH+ | ) — mge | due?" ( u. (26a), 
O2 O2 80 @r7, x 
mithin gemäß (25b) 
Da . 227°2 O (Me=xis 
-FieA=Ht ( ® a ia 
c)» ()”- 
- - 80 
r . .. ° Os Ur 2 i 
Nun ist für negative 2: so ='tr, — .; demnach ist auf der unteren Platten- 
; + 8 Os’ 
seite die Bedingung (21) erfüllt. Sie ist es auch auf der oberen Seite, wo 0 =r', also 
.. Oso Ir! x 
für 2= +0: an zo 18. 
Ug U2 Ox 


Wir haben also in (25) ein Integral der Wellengleichung (22) erhalten, 
welches der Grenzbedingung (21) genügt, und überall außerhalb der Sprung- 


!) Ein ähnliches Verfahren wendet Levi-Civita an, um die elektromagnetischen Potentiale, die 
In seinem Falle der zweidimensionalen Laplaceschen Gleichung, jedoch ähnlichen Grenzbedingungen 
genügen, zu berechnen. 
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ebene endlich und stetig ist!). Es stellt die Hertzsche Funktion des sekun- 
dären Feldes dar. Ein Blick auf die Tabelle in 1. lehrt nun, daß die reziproke Länge 
q nicht nur für eine Kupferplatte, sondern auch für eine Schicht aus feuchter Erde oder 
Seewasser sehr klein ist. Falls — was praktisch stets zutrifft — bei sonst in Frage kom- 
menden Längen r, 0, h klein gegen die in der letzten Spalte der Tabelle aufgeführten 
Werte von g=! sind, ist in (26) bezw. in (26a) das zweite Glied zu streichen; mithin wird 
Z=m° BE, (27), Z=—n- u LT Ta . (27a). 


’ 
Tr r 


Das elektromagnetische Feld der Plattenströme stimmt also unterhalb der Platte 
überein mit demjenigen eines Dipoles, der am Orte des ursprünglichen Dipoles zu denken 
ist, aber nach (18) entgegengesetzt gleiches Moment hat. Für das Gesamifeld ist 
unterhalb der Platte 

Z-+Z Me. a ee. N 


Die Platte oder Schicht schirmt also im Falle des zu ihr senkrechten 
Dipoles das elektromagnetische Feld vollkommen ab. Oberhalb der Platte läßt 
sich das sekundäre Feld auffassen als das eines Dipoles, welcher zum ursprünglichen 
Dipole spiegelbildlich liegt und gleiches Moment hat. Das Gesamtfeld leitet sich aus 
der Hertzschen Funktion ab 
Z -tZ =m 7 + Eangpi sure SATA: Fe (27c), 
r Tr 
was man auch durch das Spiegelungsverfahren, das für vollkommene Leiter gilt, hätte 
erhalten können; merkwürdig bleibt aber, daß es noch für so schlechte Leiter, wie feuchte 
Erde, gültig bleibt. 

Da Z, eine ungerade, A ber eine gerade Funktion von z ist, so folgt, wenn 


Oz 
man die sekundären Feldkomponenten nach dem Schema (18a) aus Zı ableitet, daß Yız, 
91, &ı. ungerade, dagegen 6,,, Sı, gerade Funktionen von z sind; 9ız, Dı,, Ci, sind in 
der Sprungebene unstetig, G,., &ı, stetig. Dieses Verhalten entspricht den Voraus- 
setzungen in 1. 
Da nach (27), (27a) 
FZA=— m — fürz=-+0, mit r=ye?’+A®, 
so folgt aus (23) das Potential der Strömung in der Schicht 


ivme-ixr 


9=—-— a ae a ER Fe 
ZzTt F 
.. e . : ’ : 2rr 
Für die hier in Frage kommenden telephonischen Frequenzen ist «r — ; er 
also ivm 1 ivm 1 
9- — _ — - > me: ee Er 
2 i' 2 Vo? + h? 


Die Strömung ist radial vom Ursprung 0 aus gerichtet. Die Dichte des 


Flächenstromes in der Schicht ist 


Eee... 4. 


d o Int 7? 





hier wäre eigentlich noch der Zeitfaktor e;,;, beizufügen. 

ee FE Ge  ı  :° 
die Ableitung des Dipolmomentes nach der Zeit, ist gleich der Stromstärke (7) des die 
Pole verbindenden Stromstückes mal ihrem Abstande (6). 


3. Horizontaler elektrischer Dipol. Ist das Moment des elektrischen Dipoles 
der x-Achse parallel, so ist es auch der Hertzsche Vektor; er geht dann über in die 
Hertzsche Funktion 


a2 ei 
KM a ER 7, a 
z 


)) Die Lösung ist selbstverständlich nicht die einzige; man kann stets ebene Wellen hinzu- 
fügen, welche auf die Platte treffen, und zum Teil gespiegelt, zum Teil durchgelassen werden; solche 
Wellen sind als herrührend von im Unendlichen befindlichen Erregungsstellen anzusehen, und sind hier 
nicht von Belang, da wir nur den von dem einen bestimmten Dipol erregten Schwingungszustand ins 
Auge fassen. 


gr 








1 
3 
; 
h' 
ui 
x 
BEN 


Be 
— 


er 


nn er ar 
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aus der sich, gemäß (17b), die Komponenten des primären Feldes folgendermaßen 


ableiten: 2 x ay ve 
- AU P 'yd ( Ja() - ( X, 
So. — 9 1 “XD (&, = ($o- == 


(!p* 9 VzoOy’ Or(2 


. - . ( ıXo - r OXo 
0x 0, Woy = 1% Das = — 1% \ 


Or ° E 


(30). 


Oy 

Das Plattenfeld dagegen werden wir in diesem Falle nicht durch eine Hertzsche 
Funktion darstellen. Wir werden uns damit begnügen, aus den Grenzbedingungen (12), 
(13) die zur Platte senkrechten Komponenten 6;,., Dı- zu ermitteln und durch sie ver- 


möge (11), (14) die Dichten der Quellen und der Wirbel des Stromes in der Platte 
bestimmen. 


A) Elektrisches Feld und Quellenverteilung. 
Man setze 


: OW 
$,= . . . . . . . . . . . (31). 
(ae 
Wie hieraus und aus (30) zu ersehen, ist die Grenzbedingung (12) erfüllt, wenn 
BR a ak 
FiqM _ ( ) eat .--.. a 
O8 2 r 


Außerdem soll W der Wellengleichung genügen. Die Grenzbedingung (32) ist 
ähnlich gebaut wie (21), nur daß rechts statt der ersten die zweite Ableitung einer 
Wellenfunktion nach der Zeit steht. Die Lösung lautet hier 


R ug & oO: e—ixs 
W=-Fim [que au — ( WET  :° 
wo s durch (24) gegeben ist. Nach (25a) kann man schreiben 
RL ; 02 fe-ins OW ; , 0% fe-ixs a 
W=- tem [due 7 - ( ) (34), = — [due En. | ) 0 
} du“ 8 O2 i Ou” s 


Partielle Integration ergibt 


ı W [ e)* e'%s [* Ey e—iXxs 
g— m A. iu 2 | u m [due gr ( ) 


O2 U u“ J uf 8 
U 0 
Hieraus folgt, mit Rücksicht auf (24a), (25a) und (24) 
oWw ; 2 Se-irs 
FiaW-—ım.. )- 
O2 2% 80 
Dies gilt für beliebige z, wobei nach (24b) für 270,9 =r, für z2<0, u =r ist. 
03 ye-ixns 0% fe-ixr es 
Für z2— 0 ist aber "=[r, und ( )= m ( )- Es erfüllt also der Ausdruck 
US” 677} O2° r 


(33) von 1} die Grenzbedingung (32). Oberhalb und uvterhalb der Platte hat W, und 
daber auch 6;. (vergl. (31)) entgegengesetzt gleichen Wert, wie es sein muß. 
Formt man (34) durch partielle Integration um, so kommt 


2 £ " c) E i 8 Bi; ö f* ı) eins 
W= zim| eg“ | ı #+ ‚gm jau equ ( ) 
27 8 J R 


Ju 8 
n = () 

a) 6X 8n . e-ixs] FE e-ixns 
ed. ( ') Eiqm|ezgu | zig’m [dwe”?" 2 

Oz so LL 8 4 8 

u—=( - 
also schließlieh 
FT. 
r oO e %SQ ö e—I!XS B . e—ixs PN 
W= —m ( )F iq + ig’m fauere a ar 
O2 NN b7) 8 


Nun ist, wie ein Blick aui die Tabelle in 1. lehrt, 9 sehr klein, nicht nur für 
Kupfer, sondern auch für Seewasser und für feuchte Erde, d.h. g=' ist eine Länge, die 
groß ist gegen die Entfernung der Aufpunkte vom Dipole. Man kann daher das zweite 
und dritte Glied streichen und hat dann nach (24b) 


e—ix r 


s e-'xr Kar i , > 
I’ — — m | ) für 270... (36a), W zu m -( 


(ı)z I‘ 


) für z<0 .. (36b), 


Y 
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wo r, r' die Entfernungen der Aufpunkte vom Dipole bezw. von seinem Spiegelbilde in 
bezug auf die Platte sind. Nach (30), (31) ist also 
z x . 2 e-ixr e-ixr' 
=, +, = (m — m ) für 20, 
0x 02 r r 
(5 = (5, -r ($,, ) für »—=d—. 

Es wird also das zur Plattenebene senkrechte elektrische Feld unten 
vollständig abgeschirmt; das gilt auch für schlechte Leiter. Oberhalb dagegen 
wirkt das sekundäre Feld wie ein spiegelbildlicher Dipol, dessen Moment dem primären 
entgegengesetzt gleich ist. 

Da, für z= # 0, nach (24a) 


Os (17 7 
cd) Tr 35, ö L ] , 
so wird 
/ d e ıxr 
W=-rm 4 EYE (36c), 
mit r = Vo?:+ h?, also nach (31) | 
. () d p—i%I 
$,.= fFıh, F — ( )| A 
x ein r \ 


für z2= 40. Dies ist in (11) einzusetzen, um die Dichte der Quellenverteilung in der 
Platte zu finden. 
ivomh 9 (1 a ferien] 
Da ) a ta 59 
2 Oelr ir r \ 


Leitet man den wirbelfreien Teil ja der Strömung aus einem skalaren Potential 9 
ab, so daß 


ja= grad g Te rare 
so ist 
Dar... A 
On” ER 


Setzt man dies in (37) ein, so ergibt sich für die Poissonsche Differential- 
gleichung. Man nimmt einfacher 


vmhoR2 
po = — a 


2 0% 


und bestimmt 2 als Integral der Differentialgleichung 


- 


0° 2 1 4 [ei 
— = —- ( ) j : . } ; . . (38a). 
si, 


Ix? Oy? r? dr 
Das Integral muß in der ganzen Ebene endlich und stetig sein. Auch kann es, 
ebenso wie die rechte Seite, nur von 0 abhängen. Es kommt 


! () — ıxTr 
een... 
dos \ r 


0 do r är 
Wegen r?=g.°—+h?, rdr = 0do, wird 
FR —ixh ar f 
Q a u sa rm, a Da 5 PA 
do h r 
Da nun 2 eine Funktion von e ist, so ergibt (38): 
BR ivmh 2 42 ivmh x (— —-) (39) 
2 ode 2n 0° r h ce 


Sind, wie wir annehmen wollen, r und Ah ‚klein gegen die Wellenlänge, also 


Ir ö ß r . .. 
Be u < I, und «h<<1, so wird das Potential der wirbelfreien Strömung 
ivmh © (' .) 
ee” a2 HM \r hr", 
oder ei 
ee a Sr 


2rtt r(r+h) 


Der vom normalen elektrischen Felde herrührende, wirbelfreie Teil der Strömung 
in der Schicht ist durch (39a), (37a) bestimmt. 
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B) Magnetisches Feld und Wirbelverteilung. 


Die Komponente 9ı. des sekundären magnetischen Feldes muß der Wellengleichung, 


und, an der Ebene 2 — - 0, der Grenzbedingung (13) genügen, wo nach (30) und (29) 
. cd) u 2 
No: — ium ( ) Ast 
Oy r 
Wir setzen 
. 4 OX; ‚ 
N), — u ı% . ° . . . . . . . . (40), 


7 


und schreiben vor, daß Xı eine Lösung der Wellengleichung sein soll, die außerhalb 
der Schicht überall endlich und stetig ist und an der Schicht selbst der Bedingung 
genügt 

OX u eminr 7. / 

5 aa :pX; =?:piM a für 2 — 0 ’ z ß - , (41). 
Dann sind für 9ı. die entsprechenden Bedingungen erfüllt. 

Die Grenzbedingung (41) ist ähnlich gebaut, wie (21) bezw. (32), nur daß rechts 

statt der Ableitungen nach : die Wellenfunktion selbst steht. Wir genügen ihr durch 
folgende Lösung der Wellengleichung 


I. 
5 e—ixs 
Aı -—puj due”Pp“ u (42). 
8 
In der Tat ist gemäß (25a) 
ee) 
IX, eins 
= —ıpmidue”P“ 
(2 Ss 
J eo 
” po—ixns” e e— ix 
=—ıpm| eTF" - ’p*m laue u. R 
a 3 B 8 
u ) 
also 
OX R k j p—ÄRS 
ipXı =ipm rh Sr 
(!2 80 


Da nun (vergl. 24a), fürz— #0, o=r wird, so ist die Grenzbedingung (41) 
erfüllt. X, und daher auch 9. sind gerade Funktionen von z, ihre Ableitungen nach z 
dagegen ungerade Das zur Schicht normale Gesamtfeld ist 


N; — Do: —+ 9 =— L% 5 (A, —t- X, P F . R B (43), 


OyY 


Xo + Nı ze Il ne _ p|aue . A a . . s (43a). 


! T 8 


Wie die Tabelle in 1. zeigt, ist die Konstante p wesentlich größer als g; bei 
Metallen ist p-1 eine Länge von der Größenordnung weniger Zentimeter. Hier kommt 
das zweite Glied (das sekundäre magnetische Feld) gegenüber dem ersten (dem primären 
magnetischen Felde) sehr wohl in Betracht. Ist r, der Abstand vom Dipole, größer als 
p'', so wird eine Reihenentwicklung nach absteigenden Potenzen von (rp) angezeigt 
sein (vergl. 5.). Wir wollen jetzt aber schlechte Leiter ins Auge fassen, und Ent- 
fernungen vom Dipole, die erheblich kleiner sind, als die in der sechsten Spalte der 
Tabelle aufgeführten Längen p-!. Dann steht das sekundäre magnetische Feld 9. zum 
primären ©. in einem Verhältnis von der Ordnung (pr). Die von ). herrührende 
wirbelnde Strömung in der Schicht verhält sich aber, wie wir sogleich sehen werden, 
selbst zu der unter (A) ermittelten wirbelfreien Strömung wie r:p-!=(pr). Wir be- 
gehen also nur einen relativen Fehler von der Ordnung (pr)’, wenn wir bei der Be- 
rechnuug von j das zweite Glied in (43a) streichen, und statt des aus (14), (43) folgen- 
den genauen Wertes der Wirbeldichte 


Pu . » \ 
in 2 2 MR): 05 re 
zn 0% 
setzen 
prm 0 er 45 
; _ gr = rg . . * 2 . ‘ >), 
le 2n 0Oy r Be \ 
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Dabei ist dann allerdings die induzierende Wirkung der sekundären Ströme in 
der Schicht unberücksichtigt geblieben, und nur die des primären Stromstückes in 


Rechnung gestellt '). 
Den jetzt zu ermittelnden quellenfreien Stromanteil j. leiten wir aus der Strom- 
funktion W ab: | 
Oi 5 ou 
Ja= Ye, (46). 


u ’ re 
Dann wird die Wirbeldichte (vergl. 10) 
( 17 Iier ( ‚2 72) ar; 72 


C ——_ m de (46a), 


vr IX e27 ( )24 ( I? 
und es ergibt sich aus (45) für die Stromfanktion die Poisson sche Differentialgleichung 
077 Odıy om .O fer*+*r 
PR... AR ade _ (46), 
O2? oy? 2rn Oy r 


Wir setzen 
mo Pp 
et Dee 3 | (47), 


Zur Oy 
wo dann eine überall endliche und stetige Lösung der Diifferentialgleichung sein muß, 
o?Ww GW eo !%ı “ 
3 — zu — , (47 a), 
Oo Oy” r 
. / ‘ 0} ” ” ” « 5 .. ” 7 Y . 
mit r=YVe?’+h?; hier ist die rechte Seite nur von e abhängig. Auch 4’ wird daher 
als Funktion von o anzusetzen sein, so daß 
ı..4 1! 2 Pr e-i«r 
— (0 ) — . (47b). 


o do do, 
Di % 


x 


Da edo=rdr, hat man 


r 


ZZ 
o°® -— [are ET um > \, ır— eo et (476). 
in | 


do 
hi 
7: : Zr 2 ch 
Wir setzen wiederum #r — ; <<1ixh= ; << 1, und erhalten 
ar 
0—=—(r—h) . | | | . . (47d) 
do 
Nun folgt aus (47) die gesuchte Stromfunktion 
pvrmy aP prmy(r—h 
U) == — r 
2n 0 do 2 7 0? , 
also 
vll 
v——! P u aa as A 
2 r+h 


Nachdem wir somit in (37a), (39a) die von den Quellen herrührende Strömung 
ja, in (46), (45) die von den Wirbeln erzeugte Strömung j. dargestellt haben, erhalten 


wir als Dichte des Gesamtstromes in der Schicht 

3J=Ja+t 0): ’ (49), 
mit 
67; dw 


‚ «6 Ow 
ee na + Et ee ae 7 (49a). 


Or Oy ’ i Oy Or 


Je = — 


Setzen wir ivm— Töl, wo T die Stärke, Öl die Länge des primären Strom- 
stückes sind, so hat man 


Tool r i 
It r(r+h 
für das Potential des wirbelfreien Teiles 
’ 
.. 201 y 
p=ıp et ae c) 
2 r+h 


für die Stromfunktion des quellenfreien Teiles der Strömung. 
I) Auf Grund der in D. abgeleiteten Formel (63a) könnten wir (43a) mit Einschluß von Gliedern 
der Ordnung (pr), also die Stromverteilung bis auf Glieder der Ordnung (pr)* finden, 








Te ——— 
v > = din % 
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Die Phase des Potentiales stimmt mit derjenigen des Primärstromes überein, 


während diejenige der Stromfunktion ihm um hi voran ist. Die Amplituden von % und 


y verhalten sich im allgemeinen wie r:p”!. In Entfernungen vom primären Dipol, die 
klein gegen die in der Tabelle angeführte Länge p-! sind, kommt die quellenfreie 
Strömung gegen die wirbelfreie wenig in Betracht. Sie wird erst dann von Belang, 
wenn (rp) nicht mehr zu vernachlässigen ist; allerdings stellt dann, wie wir oben ge- 
sehen haben, der Ausdruck (49c) für Y nur eine Näherung dar, wobei der relative 
Fehler von der Ordnung (rp)? ist. 

Wir wollen die Strömung genauer für den Sonderfall A} = 0 erörtern. 


4. Stromstück in der Schicht. Das im vorigen Paragraphen betrachtete, der 
leitenden Schicht” parallele Stromstück rücke jetzt nahe an die Schicht heran. Man 
stelle sich etwa vor, daß es in zwei Platten mündet, die der Schicht parallel sind, und 
von ihr nur wenig entfernt; sie bilden dann die Belegungen zweier Kondensatoren, 

deren andere Belegungen auf der Schicht 
ihren Sitz haben. Ein zur Schicht senk- 
rechtes elektrisches Feld besteht dann 
lediglich innerhalb dieser Kondensato- 
/ ren. Hier allein hat also die Strömung 
/ in der Schicht ihre Quellen und Senken. 

Der wirbelfreie Teil der Strömung stellt 

sich demnach als herrührend von einer 

Doppelquelle dar, während der quellen- 

freie Teil nach wie vor durch Induktion 
e des magnetischen Feldes des primären 
Stromstückes entsteht. Man kann nun 
auch verschiedene Stromstücke gerad- 
linig aneinander reihen; so gelangt man 
zu einem Draht von endlicher Länge, der 
in zwei der leitenden Schicht gegenüber- 
stehende Kondensatorbelegungen mündet. 
In der Schicht hat man dann einen 


_ 





\ Quellpunkt und einen Senkpunkt, in 
| endlichem Abstand voneinander; der 
wirbelfreie Teil des Feldes zeigt das 
Abb. 1. entsprechende Strombild. 
Die Stromlinien eines zur x-Achse parallelen Quellenpaares. Man kann nun aber auch den Draht 


(isoliert)in dieSchichteinbetten; die beiden 
Elektroden, in die er mündet, bilden dann Quellpunkt und Senkpunkt der Strömung in 
der Schicht; es fehlt hier nur der Luftspalt. und somit der Verschiebungsstrom, der 
vorhin den Strom im Drahte und den in der Schicht schloß. Indessen für die Strömung 
in der Schicht selbst ist das ohne Belang. Ihr wirbelfreier Teil bleibt auch hier der- 
jenige eines Quellenpaares von unendlich kleinem oder endlichem Abstande, während 
die Wirbel durch die Schwankungen des nach dem Biot-Savartschen Gesetze be- 
stimmten Magnetfeldes des Primärstromes bestimmt sind. 
Zu den entsprechenden mathematischen Ausdrücken gelangt man, indem man in 
den Formeln des vorigen Paragraphen A=0, mithin »—g setzt. (49b) »rgibt 


Rn Tol 
Y u 9 o* 
als Potential des wirbelfreien Teiles der Strömung: 
am - - gerad Y i (50a). 


Dieses Potential ist nun in der Tat dasjenige eines zur &-Achse parallelen 
Quellenpaares in 0 vom Momente 7Ööl. Die Niveaulinien 9 = konst sind durch 0 
gehende Kreise, die ihren Mittelpunkt auf der & Achse haben. Die zu ihnen orthogonalen 
Stromlinien sind Kreise, welche in 0 die &-Achse berühren. (Vergl. Abb. 1.) Da mit 
Ausschluß von 0 die Strömung quellenfrei ist, kann sie auch aus einer (zu  konjugierten) 


Stromfunktion abgeleitet werden: Tölı 
5 a er EN 


2n 0° 


“ 


Da — konst gibt dann die Stromlinien des wirbelfreien Teiles j« der Strömung. 
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Hierzu kommt noch der quellenfreie Teil j. der Strömung, dessen Strom- 
funktion (jetzt mit w. bezeichnet) durch (49c) gegeben ist. Mit AR=0, r—=ge wird 
= FE Een et ee 
an 0 
Die Gleichung der Stromlinien der Strömung j. ist y=kg. Die Stromlinien 
bestehen somit aus zwei geraden Stücken, die in 0 endigen bezw. anfangen, und deren 
Winkel durch die y-Achse halbiert wird. Das ist die Strömung, welche der Induktion 
durch das Magnetfeld eines kleinen Stromstückes ihren Ursprung verdankt. Dieser 


N . . 7T 
Stromteil j. ist vor j. um „an Phase voran, da er 


ja der Ableitung des Primärstromes 7’ nach der Zeit, 
jener aber 7’ selbst proportional ist. Der Phasen- 
vorsprung wird in (50c) durch den Faktor ? zum 
Ausdruck gebracht. Um zu reellen Größen zu ge- 
langen, muß man, nach Beifügung des Zeitfaktors e'’' 











— _ 





Abb. 2. Abh. 3. 

Die Stromliniern einer Elektrode AR Die Stromlinien einer Elektrode AB 
von endlicher Länge. Wirbelfreier von endlicher Länge. Quellenfreier 
Teil der Strömung. Teil der Strömung. 

[cos wit) = 1, sin (vt) = |. cawt)=(0, sinw)=1l. 


in (50b,c) rechts die reellen Teile nehmen. Dann erhält man als Stromfunktion der 
Gesamtströmung in der Schicht 


Vv— — To 4 cos (vt) + r, sin (ei)} Tr (51). 
27 (o* 0 

Hiernach kann man für jeden Zeitpunkt die Stromlinien finden. Das zweite Glied 
kommt um so mehr in Betracht, je größer pp ist. Doch muß, damit die Genauigkeit 
ausreicht, eg wesentlich kleiner sein, als der in Spalte sechs der Tabelle in 5. aufgeführte 
Wert von p-!; sonst kommen die vernachlässieten höheren Potenzen von po in Betracht, 
welche der Induktion durch das Magnetfeld der Strömung in der Schicht selbst ihren 
Ursprung verdanken. 

Wir betrachten jetzt einen Draht von endlicher Länge 2a, der in die 
xc-Achse fällt, und vom Ursprung 0 halbiert wird. Es ist zu setzen 


« 


e=V(e —5”’+y, I=d!, —a<t<tea, 
und von —a bis +.a zu integrieren. Dann erhält man aus (50b) durch Summation 
der Beiträge der einzelnen Stromstücke die Stromfunktion des wirbelfreien Teiles 


der Strömung +a 
Ty dz 
Mu=— ne 
2n ) ae — 8° + y? 
Setzt man hier 2—E . yaı 
cotg d — =. ds = —— , 
Y h sin? F 
so kommt 9, 
ki » eh 
Wu — AI — — (9 —»;) 
277 zT (52). 


g Akseret 


——n- 
nn 


ET 





n nn nn a > 
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Dabei sind 9,, , die Winkel, welche die vom Anfang (S=—.a) und vom Ende 
(£—=-+.a) des Drahtes nach dem Aufpunkte gezogenen Fahrstrahlen mit der x-Achse 
einschließen; mithin gilt 


u 


+ a 
| ; EN: 
Die Stromlinien: d,—ıa=%k sind Kreise, welche durch die Endpunkte 
des Drahtes, d.h. die Elektroden, gehen. Das ist in der Tat die wirbelfreie 
Strömung eines Quellpunktes und eines Senkpunktes von gleicher Ergiebigkeit. 
Ebenso erhält man durch Zusammenfügung der Beiträge der einzelnen Strom- 
stücke nach (50c) als Stromfunktion des quellenfreien Teiles der Strömung 


cotgdı = cotg U, — 


ba B, 
'pTy [ dz ip ( a9 
2n Va — 82 + 2 9m sin $' 
A 17 
also 
ip 4 Vz I9 N e 
rn — or ») 
=, yllogte(,) log 18 (,,)\ EN et 
wobei nach (52a) ist 
2a 


y-= 


cotg Iy — cotg 93 


Durch Beifügung des Zeitfaktors e'’' und Bildung der reellen Teile ergibt sich 
die Stromfunktion der gesamten Strömung in der Schicht 


2 
D=— (01 — 9) cos (rt) + py log 


ar \ 


sin (vd) ar, 


Sie entspricht dem Falle eines geradlinigen vom Primärstrome der Frequenz » 
durchflossenen Drahtes von endlicher Länge, dessen Endpunkte als Elektroden für den 
Sekundärstrom in der Schicht anzusehen sind. Für jeden Zeitpunkt / kann man nach 
(53) die Stromlinien  — konst in der Schicht finden, jedoch mit Vernachlässigung von 
Gliedern der Ordnung (p»e)?. (Vergl. Abb. 2 und 3.) 


5. Vertikaler magnetischer Dipol. Ein Draht sei Nmal um das ebene 
Flächenstück F herumgewunden; in der so entstandenen Spule fließe der Strom 7 
(elektrostatisch gemessen). Das magnetische Feld der Spule in Entfernungen, die 
groß gegen ihre Abmessungen sind, ist dem eines magnetischen Dipols gleich- 
wertig, vom Momente 

u - tn ah Man ne) De 
c 
die Richtung des Momentenvektors fällt in die Spulenachse. Ist 7 ein Wechselstrom, 
so wechselt der gleichwertige magnetische Dipol periodisch sein Moment und erregt ein 
elektromagnetisches Feld, welches man, entsprechend wie dasjenige des elektrischen 
Dipols, aus einem Hertzschen Vektor (vergl. 17, 17b) ableitet; nur ist D an Stelle von 


6, —& an Stelle von D zu setzen: 
e-ixrr 


Im . (54a), 
ö 


r " . ‚ 4 2 ) w untl au Ei « Fr 
Yo RES grad div Io PR x\)03 67) ac ıx Tot Io e . u (54 b). 


n 


Hierdurch ist das primäre Feld gegeben. 

Steht die Spulenachse senkrecht zur leitenden Platte (oder Schicht), ist also der 
magnetische Dipol vertikal (parallel zur z-Achse) gestellt, so hat man, ähnlich wie 
in 2 (18), (18a), die Hertzsche Funktion 

e-ixı Zn 
m 
aus der sich die primären Feldkomponenten folgendermaßen ableiten: 
_ 02 7, . 0?2Z - 02 2Z 4 
AD) rn — % N) — N)02 = a + a Zo / 


04 = 
u; 020’ )ydz ()2% 


Pe 
ao 
an 
I») 


n . Oo Zn - . OZ yi 
So: == ıı ($,, — dan / Y ud ($, —— 4 0 \ 
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Die elektrischen Kraftlinien sind Kreise um die Spulenachse (z-Achse); da die 
vertikale Komponente von 6, gleich null ist, so wird (12) durch &,—0 erfüllt. Es 
folgt somit aus (11) D=0, 


d.h. die Strömung in der Platte (Schicht) ist durchweg quellenfrei. 

Die Wirbeldichte C in der Platte bestimmt sich durch die vertikalen magnetischen 
Komponenten. Wir schreiben, ähnlich wie in 2 auch dem sekundären Felde eine 
Hertzsche Funktion Z, zu, aus welcher sich die sekundären Feldkomponenten ebenso 
ableiten, wie die primären nach (55a) aus Z,. Die Bedingungen (8) lauten dann: 





, @ j 02Z 
—)X (2,+ Z)= + & 
ar yoga 5. er 
x wu für z= 0 und beliebige x, y. 
. ( ‚ O* Zı € 
+24 (Z+Z)=H+ [B4 
OX Or o2 
Dieselben lassen sich vereinigen in 
0OZ . au . m . e in 2 
n Pen —ıpZA =ıplh=ıpm ee 
2 r 


fir = + 0. 
Diese Grenzbedingung stimmt ganz mit (41) überein. Die ihr entsprechende 
Lösung (42) der Wellengleichung ist 


ve) 
» . 
= ıX$ 


A=— pw|due pu® re en ee 
m 8 
Die vertikale Komponente des magnetischen Gesamtfeldes ist nach (55a) 
’ . 0%(Z, + Zı) ur: ’ 
N = Hot iz = . + x%" (Zo + Zu); 


24 


da nun Z, und Z, beide der Wellengleichung genügen, kann man auch schreiben: 


= r BL Fi -. 03 F f 
= No: + Yı,= | vr (Zo + Zı ) + .2 (Zo + Zı) . . i (58) 
Ir ( y“ 
Die quellenfreie Strömung leitet sich aus einer Stromfunktion ab: 
re) ) ‘ day 
ums. u ER Rt 2, SU 
0% (ı)T 
Die Wirbeldichte ist nach (10) 
0? W 02 y 4 
Ü = i - > (59a). 
Ox“ Iy3 ! 
Setzt man nun (59a) und (58) in (14) ein, so wird 
aLı7 Oy _ ipe (0% (Z, + Zı) O%Z, + Zi) 
8x9 Oyl 2m O2? Oy° 
Hieraus erhält man die Stromfunktion 
ipce es \ 
v— » @ ER 4 WO ee. 
2 
also nach (55), (57): 
| % | 
tpell \e!ır e i%S 
VW = £ | Tun pfauecı“ Er Ras TE 
2 r 8 
mit r=Vo?+R?!, s=Vo?+(h—iu®? . . . . 2... (60b), 


wegen z=0 Da vw nur von 0 abhängt, ist die radiale Stromkomponente j, gleich 
null; die Stromlinien sind Kreise um den Ursprung 0; die Stromkomponente senkrecht 
zu den von 0 aus gezogenen Fahrstrahlen ist 


. Iw 
mn, ,i,, N Ze ae Ze A: 


do 
% 


Bei der Behandlung des Integrales in (60a), welches die Einwirkung des sekun- 
dären magnetischen Feldes ausdrückt, hat man in verschiedener Weise vorzugehen, je 
nachdem es sich um gute oder schlechte Leiter handelt. Wie die Tabelle in 1. zeigt, 
ist z. B. für Kupfer p-! gleich 2,5 cm. Sind die sonst in Betracht kommenden Längen 
h oder g größer, ist etwa A>= 1m, so wird eine Reihenentwicklung nach ah 
steigenden Potenzen von p am Platze sein, 


EWR TERZINTT 
. Zn 
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mens 


a En nn a 
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Zu einer solchen gelangt man durch partielle Integration: 


K nn 


N , IS e ixı e) E IS 
pjduerPp“ _—_ 4-IaueP“ | 
- 5 / Ou Ss 


ee RE, 


r p (du \ Ou\ 8 


[2 


Da nun « in s nur in der Verbindung (A — u) auftritt, und für wv=0, s=r wird, 
so kann man schreiben: 
()8 ’ (8 ‚Op 
( \=—-il-)=-i usf. 
u oh 


Es wird also aus (60a): 


tem wi, e xl i 209 f ix —\R 0" e 1%) F 
IH FE ++ 
2rn p Oh Tr p Oh’ r p Oh r 
Die Entwicklung beginnt mit dem von p unabhängigen Gliede 
em OO fett 
= — EEE 9 
nr Oh r 





Es stellt die Stromfunktion fürp= ®& , d.h. für vollkommene Leiter dar, und ließe 
sich auch durch das Spiegelungsverfahren ableiten. Der entsprechende Wert von 
(Zu + Zı) in der Platte und unter ihr ist nach (60) gleich null; d.h. die Platte schirmt 
das Feld ganz ab, wenn p—= » ist. Die von der Platte herrührende Schwächung des 
magnetischen Spulenfeldes ist unterhalb der Spule von der Ordnung 3 (ph)-!. Ein 
ähnliches Ergebnis erhält Levi-Civita in dem von ihm behandelten Falle. 


2ı0r 
It xr = << 1, so hat man 
/ 


cd) ( ie () £ 
Oh ’ Oh \r 


/ 


und (62) liefert 
>= +; DE ER . . (62b). 


DV = 

Ist » erheblich größer als die Länge p”!, so konvergiert die Entwicklung sehr 
rasch. Durch (62b) und (61) ist dann die Stromdichte mit genügender Annäherung dar- 
gestellt. 

Bei schlechten Leitern dagegen, wie feuchter Erde oder Seewasser, wo p-! 
gleich 2,5 km bezw. 250 m ist, wird man, wenigstens bei Entfernungen r, die kleiner 
als diese Längen sind, (60a) nach aufsteigenden Potenzen von p ordnen, indem 
man im umgekehrten Sinne wie oben partiell integriert. Setzen wir z=0, weil alle 
Längen klein gegen die Wellenlänge sind, so wird 


FT. 
ipemfi a rd . 
77 — pp Idu ee Va 
2rı N A l J 8 ) 
Es sei Ä u 1 
du du ’ / R 
Fu) | = —itlog(hR—iu+ s); 
J 9 . Vo? + (h—-iu)% 
dann wird: 
y % 
f Pr U 14 2 , : j e 
lau — [e=Pu f(u)| + plaue-» W)=-ilog(k+r)+[Ip]l. . (63a), 
und (63) ergibt, mit einem relativen Fehler von der Ordnung (pr)’ 
pem 1 wem i 
 — d BER. log (r+-h): . ae (63b). 


an 1 2n 
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Es folgt aus (61) die Stromdichte 
i dw ipem o 3em 0 
7%: zZ 4 -_ i - . . . . . (63°e). 
| do 2n r? 2 r(r+M 
Dabei ist m durch (54) gegeben. Der erste Term in (63c) rührt vom magne- 
. u. . . 7T 
tischen Felde der primären Spule her und ist hinter dem Spulenstrome um „ an Phase 


_ 


zurück. Das zweite Glied berücksichtigt näherungsweise das magnetische Feld der 
sekundären Strömung in der Schicht, und ist wiederum hinter dem ersten Gliede um 


an Phase zurück 


6. Horizontaler magnetifcher Dipol. Die vom primären Wechselstrom durch- 
flossene Spule sei jetzt horizontal gestellt, so daß der sie darstellende magnetische Dipo! 
ein der x-Achse paralleles Moment hat. Dann ist, wie in 3. Gl. (29), (30), die Hertzsche 
Funktion des primären Feldes 


ix 


> € 
= RS 27 er ne er VE 
> 
und die Feldkomponenten parallel der z-Achse (der Vertikalen): 
- (2 Xo - . OXo 
Du, u So). = ix are ae ARE 


’ 
002 Iy 


Erstere Komponente bestimmt die @Quellen-, letztere die Wirbel-Verteilung in der 
Platte (Schicht). 


A) Elektrisches Feld und Quellenverteilung. 


Man genügt der Grenzbedingung (12), indem man setzt 


a i oXj 

y — ’ ’PF 

( tz = TU du . . . . . . . . (65), 
und OX Ffir OXo d fe-ixr e 

.;: qXN=-- _ —_—_n ( ) . (65a) 
O2 d2 ()2 r 
fürrz= #0. 
Diese mit (21) übereinstimmende Bedingung wird erfüllt durch folgende I,ösung 


der Wellengleichung (vergl. (25)) 


.. 
h j , ja O fe-ixs 
A) =ım la Wu fr u) ( ) Mat es de . (65b). 
O2 8 
Dieselbe läßt sich auch schreiben (vergl. (26)) 
Rn 
R eins eins 
X=-tm umgj|due 7“ re (65 c). 
80 “ $ 


Wie in 2. gezeigt wurde, ist selbst bei schlechten Leitern q meist so klein, daß 
das zweite Glied gestrichen werden kann. Das sekundäre elektrische Feld oberhalb der 
Platte entspricht dann dem durch Spiegelung an einer vollkommen leitenden Platte zu 
erhaltenden, während unterhalb der Platte das elektrische Gesamtfeld gleich null ist. 

Ist ja der wirbelfreie Teil der Strömung in der Schicht, y sein Potential, also 


Ja zu u grad p . a : . . j ! ° . (66), 
. " (9 6° RL 
so wird, nach ( ) D- un -{ E. | r) TE er (66a), 
Or“ Oy“ 
und es folgt aus (11) und (65 _ i9 4 v? OX 
n olgt aus (11) ) Diet - G.=F BR A ee ST (66b). 
27 2re Oy 
Setzt man nun no 
etzt man Pr ee 6 al ee 
2rıc Oy 


so hat X der Poissonschen Gleichung zu genügen 
pp 9%yp ur 
BR (55 55) eK. er Se 
wobei X, durch (65e) gegeben ist. Wird hier, wegen 2—= (0, $ = r gesetzt, und das 
zweite Glied (weil r <<g-!) gestrichen, so kommt 
yp 2 ıyp e-ixı 


o)x° Iy° I r 


. (67b), 


a” tm Ze m a 
5 DEREN ps 
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eine Differentialgleichung, die mit (47a) übereinstimmt. Das von o allein abhängige, für 
oe —= 0 endliche Integral wird, wenn #r << 1, durch (47d) gegeben 


[#7] 
em. RER nr ee 2 
aus (67) folgt Re 2m yary BR v’ny(r—h) 
27c odo 27TC o? 
und, wegen 0? — r?’— h?= (r —h) (r+h), schließlich 
‚2 
= We. 5 A 
2ter+h 
als Potential des wirbelfreien Teiles der Strömung. 
Es ist abgesehen von einem konstanten Faktor — genau so gebaut, wie die 


Stromfunktion (48) der quellenfreien Strömung im Falle des horizontalen elektrischen 
Dipols. Der magnetische Dipol erzeugt dort Quellen in der Platte, wo der elektrische 


Dipol Wirbel erzeugte. 


B. Magnetisches Feld und Wirbelverteilung. 


Führt man in die Grenzbedingung (13) den Ausdruck (64a) von So. ein, so kann 


man sie ersetzen durch } OV 
9, = a ET, SE NaN 7: S 
)r 
OYV R , GOX d - ixr 
) r a) . € Pr 
und + ang. . V=1ı9» = ıpm ( ) a Ta 
sr O2 O2 y 


fürz= #0. 
Dieser Bedingung genügt folgende Lösung der Wellengleichung 


F- 
” 


2 O fe-ixs 
V=zpmIidue”P"“, ( ) A rn ET >; 5 ° 
S Oz 8 
(!8 ‚Os 
Da, nach (25a), + —i. ‚hat man auch 
£ RL 
” - ec) e IUN * 
] -ipwm [duerpu, ( ) Far | . (71a), 
. OU N ö 
* ) 
und OV A N 
z— - m | duerp" 
t x 1 u? 8 : 


durch partielle Integration folgt 


OV i () E X Sn - r 
— = 7fFipu | )+ipV. 
()» ı)w [9 
- - eu) 


Da nun, nach (24b), 


a 8 i ‚ 08 Ir .. ” Uso Or 
ur 220, 9=}f, = ‚lürzc0, ser, — — —, 
()2z (2 Öz O2 

.n I8o Ir 

und, fürz2= FE0, S='tr, s,=r, 

so ist OV ü O fe-ixı 

E— —ipV=ipm,; ) 

Oz Oz r 


für z— +0; die Bedingung (70) ist also wirklich erfüllt. 


Aus (71a) folgt durch partielle Integration 
.. 
ea 9 -..z e e RS 
V=-ıipom ipm(duecpn rt 


3) 8 


Vo? +(h—i u)”, so kommt 


. (Tte) 


setzt man hier 2 =(, also sn =r = Io: HA’, 8= 


g 


ixr e—-ixs 


V=—ıpm a N p? nn dueTru 


8 


für 2 — 0. 
Der quellenfreie Teil 7. der Strömung in der Platte (Schicht) leitet sich aus der 


Stromfunktion w ab: dw Ow 


= —  h=-+ eu 
Oy x 


ng an 











| 
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Die Wirbeldichte ist nach (10) 
dv arzT 


Y er \ 
U= (72a). 
er? ()u,* 


Andererseits folgt aus (14), (64a), (69) 


ipc O (OXo R nm 
#4 — ( + | ) : . \ 2b). 
a Ox Br 
Ist nun ” ipeto& 2: 
2» 03 (13) 
und befriedigt 2 die Differentialgleichung 
2 1) 0? 02 1 /OXo ö 
me war (13a), 
(Ip* Oy“ m ()z2 


so genügt die Stromfunktion % der aus (72a, b) abzuleitenden Poissonschen Differential- 
gleichung. Nach (64a), (7le) ist dabei 
118 


1 /OX h OD je-ixr ee ei 5 yr ’ e 
( "+1 ) — — \ 30 Hıp‘ due-Pp“ (73b), 
r . u 8 


m \ 02 Oh 
mit r = Vo? Hh’,s= Vo? + (h — iu)? 


Man hat wiederum, wie in 5., gute und schlechte Leiter zu unterscheiden. 
Für erstere ist nach absteigenden, für letztere nach aufsteigenden Potenzen von 
(pr) zu entwickeln. 

Indem wir die rechte Seite von (60a) auf die Form (62) brachten, benutzten wir 
die nach absteigenden Potenzen von pr fortschreitende Reihe: 


K io (7 1 0% /e-ixr i 03 (e-irr 1 O* (erixı 
io zz u Er; - I+ 2 ( ) l ( -'‘- , ,., “. 
p oh r p’ mil r pPPoOR\ r Tpron " (74), 
welche den Ausdruck PER? 2 FR PN: 
— +p due-pu — K - ; (74a) 
r 8 
annähert. Setzen wir die rechte Seite von (73b) 
oe 
() u 38 i ge ix: u 2 : e-ins N 
= Be u = 4 : 7 
zz ki ) = 1 TER J $ (74b); 
so ist , EL ec E 
L = —ıI p K M 7 | ) s } i R (7 4 c), 
( Tr 
also nach (74) 
ei ‚2 € ıxr 1 0? e vr BE ‚4 e 1 
L = ( ) ö ( - u: ( ) a R . $ 
p oh’ p? on? r .. p? on* j" (74d). 


Formt man, gemäß (73b), (74b), die rechte Seite von (73a) um, und berücksich- 
tigt, daß 2 nur von E abhängt, so folgt 


u ds? 
— ) — /, ö i 2 i 75) 
o Fri, 2 (7 ) 
während (73) liefert ipem «di ER 
DD — — | mr Tor sn VE, 
2n odo 
Es empfiehlt sich jedoch, zu setzen 
in? ad 
=:?pL a | (76), 
und daher em a 2 
A ee © : (768). 
27 0° 
Durch (76) geht (75) über in 1 do h 
(76) 8 (75) 3 Ne er a er 
oO do 
wobei nach (74d) 
F 02 e-ixı Fi (3 e-ixr\ 1 ey en 
ıpL= — Ä _ —_ —_ EEE. 20 AR RE 
! at r ) al r ) Sr r )+ (76) 
Die Integration von (76b) ergibt 
o— | deeipL er SS 


. 
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das ist diejenige L,ösung, die für 0 = 0 verschwindet, wie es (76) verlangt. Setzen wir 
hier rechts die Reihe (76c) ein, so ergibt sich für ® eine Reihe, die wir schreiben 


können j i\2 z\” FR 
(o) — 9 T ( Z— 03 + (— ) 094 -+ Bi £ (— ) 07 = > . . ° (4 78), 
p’ p p 
wobei L 
p-ixı 
9 — deoo (78), 
z 
urn (@9 ONdn . 
9, un (9 u u wu. -< ı = . . . r 82a . 
In’ IR IR ( 
‚ 2nr Re u 
Wir nehmen an, daß x r = <<l, d.h. daß der Abstand vom Dipol und 
) 
Aufpunkt klein gegen die Wellenlänge sei. Dann wird, weil 09? = r’— R’, ode =rdr, 
erhalten: 
du = dr=r—h i R ’ . : . . (79), 
Oo h h—r ei \ 
0, zu — l = j ; 4 Ja), 
On r r 
O0] l h° 0? Pr 
05 — = — me a a . (79b), 
Oh r r®’ pr 
a7 30°h { \ 
0; — = — — EEE U + (796 
3 Ay = \ ); 
(Img ‚ a (r? —5 h°) Fr 
 — — — 30? - RE: Se, | (794). 
Oh r 
Nachdem so die w,„ rekurrierend berechnet sind, ergibt sich aus (76a) und (77a) 
em X ? 1 
N — 09 — — 03 Mo... | Be; 1 
27 0° p p’ ) 
also nach (79b, ec, d) em ‚3 3(r? — 51°) 
en I — zi-— + — + —— er | se a A, 
2rı gr pr’ p’r' 


So bestimmt sich die Stromfunktion der quellenfreien Strömung für eine metallische 
Platte, wo pr>> 1. Das erste, von p unabhängige Glied entspricht dem Falle y= », 
d. h. einer vollkommen leitenden Platte. 

Nun wäre noch das in (68) erhaltene Potential p der wirbelfreien Strömung zu 
berücksichtigen; es ist aber der Quotient von @ und " von der Ordnung 


“ 
v?y? a ( ) 
ze u 7” 
[2] bj 
e® / 


d.b. von der Ordnung hier vernachlässigter Glieder. Demnach stellt bei der hier ge- 
brauchten Annäherung (80) bezw. (80a) die Stromfunktion der Gesamtströmung 
für gute Leiter dar. 

Auch bei schlechten Leitern, wo (pr) meist klein ist, bleiben die allgemeinen 
Beziehungen (74b), (76a), (77) gültig. Man hat also 


em 5 h 
v— — .o, 0-| BEIDE. 3 .7-. u: : 
2no° 
. Rn . 
) e-ixr i e-ixr ne e—'%s 
La — ( ) u? - +tıp’ | duwerPpu —— 2 2 
Oh r r 8 
Nach (78), (78a) ist somit 
o=ip or — pm + :p” f« ue— Pu my u A 


wo ®, aus @, hervorgeht, indem s statt v, also A — iu statt h gesetzt wird. In (79), 
(79a) ist nun erhalten worden, für sr << 1: 


r—h 0° 0? \ 
0 — — = — — u . (82a), %=-r—h=-— en (82b), 
r "(r + h) r+h 
AR 2 
, o | 
somit Ist Wo Ss (}) — u) En — k z r ? R . (82 c). 


s + (h— iu 
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Demnach ergibt (82) ” 
GE ip e) l :  +ip | due”=PWw (83) 


r(r+h) r+ 





s+h—iu 


- 


und aus (81) erhält man die Stromfunktion für schlechte Leiter 
grppr p u } 


s+h— iu) 


’peiM x ’px a 2 
Br — pP in, P’x 


r(r+h r+h 


m (84). 





27 


Ist (pr) hinreichend klein, so daß p?r? vernachlässigt werden kann, so stellen 
die beiden ersten Terme eine genügende Annäherung dar. we. 
Noch wäre das unter 4, A, (65) erhaltene Potential des wirbelfreien Teiles der Er 
Strömung zu berücksichtigen; doch ist der Quotient aus p und dem zweiten Gliede von 


v?p° 5 . Y rp\ ° ‘ 
ı von der Ordnung —- — «°; aus der dritten Spalte der Tabelle in 1 ersieht man, 
C 


> er a an 


’) 
- 


daß für schlechte Leiter «? sehr klein ist. Es wird also durch (84) die gesamte Strömung 











in der schlecht leitenden Schicht mit ausreichender Genauigkeit dargestellt. ı® 
w 
/ 9 
\ I} 
\ [| 
\ \ 4 
s ;: 
% LE 3 
\ N | 
\ N 33 
\ " 
| 
J 1 0o | o 1% 
/ II | | ke 
# / = 
#57 # 
A ; | I 
j / E 
ri F 
Abb. 4. Abb. 5. E 
Die Stromlinien einer Spule von endlicher Länge. Die Stromlinien einer Spule von endlicher Länge. f 
(A, B Spulenenden). A, B Spulenenden). ra 
lsin (vw) = 1, eos (wit) = (|. sin (wtf) = 0, cos wN) =1l. | # 
E 


Vergleichen wir die vom harizontalen magnetischen Dipol erzeugte Strömung in der R 
Schicht mit der vom horizontalen elektrischen Dipol erzeugten Strömung, die in 3 be- IM 
handelt worden ist, indem wir den ersten beiden Gliedern in (84) die Ausdrücke (49b), 
(49c) für Potential und Stromfunktion gegenüberstellen. Das erste Glied von % hier 
stimmt bis auf einen konstanten Faktor mit p dort überein; es entspricht also der 
Quellenverteilung dort eine Wirbelverteilung hier. Dazu kommt im zweiten Gliede hier 
noch eine Stromfunktion, die aus der Stromfunktion (49e) dort hervorgeht, indem man x 
statt y setzt; die entsprechenden Wirbelverteilungen, die dort dem magnetischen Felde 
des Stromstückes, hier demjenigen der Schichtströme selbst ihren Ursprung verdanken, 
gehen durch Drehung um einen rechten Winkel aus einander hervor. 

Wir wollen schließlich noch den Sonderfall $ — 0 genauer erörtern. 


Rn 


en RE ne 


ee 


u ME Li 


7. $pule in der Schicht. Wir denken uns die Spule ganz nahe an die ebene 
Platte oder Schicht herangerückt; auf dasselbe kommt es hinaus, wenn man die Spule 
isoliert in die Schicht hinein bettet. Man erhält die betreffenden Ausdrücke für die 
Stromfunktion, indem man in den obigen Formeln kA = 0, mithin 7 — 0 setzt. 


a) Spulenachse vertikal. 
1. Gut leitende Platte, po groß. Aus (62b) wird 
ie 1 


ER | ee 
2 po” 

mit einem relativen Fehler der Ordnung (po) -*. Für vollkommene Leiter (p = #) wird 

yw gleich null, weil die magnetischen Felder der Spule und ihres Spiegelbildes sich 


aufheben. 
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2, Schlecht leitende Schicht, pp klein. (63b) liefert 
ipem(1 ; rn 
Yu m f >°» log 0 . . (86), 


zn o 


N 


mit einem relativen Fehler der Ordnung (po 


b) Spulenachse horizontal (parallel der x-Achse). 


I. Gut leitende Platte, po groß. Aus (80a) folgt 


m x 
en Per nn (87), 
Zn N 0° p? 0° \ 
mit einem relativen Fehler der Ordnung (p o)—%. 
>, Schlecht leitende Schicht, pe klein Aus (84) erhält man 
tepel pr! z 
Il — ) - ; j 38) 
2 T { 0” () ) | 8 ı 


mit einem relativen Fehler der Ordnung (po)? 
Selbstverständlich ist, um zu reellen Ausdrücken zu gelangen, der Leitfaktor 


P ‘ beizufügen, und dann der reelle Teil zu nehmen. So ergibt (88) 
Ice M l a 5: } 
ww  — sin (v1 — cos (vr f) a 6a A 
PB: to° O 
Die Gleiehung w = konst gibt für jeden Zeitpunkt die Schaar der Stromlinien in 
5, e i j a 3% 
der Sehicht an. Man vergleiche hiermit 4 (51 In den Zeiten, wenn vt=—, -, 
2 2 
ist, werden die Stromlinien dargestellt durch -—, konst. Das sind Kreise, deren Mittel- 


punkte auf der x-Achse liegen, und die im Ursprunge 0 die y-Achse berühren 

Sie entsprechen einem der x Achse parallelen Wirbelpaare, oder einem der y-Achse 
» ’ i N 

parallelen Quellenpaare in 0 Hingegen zu den Zeiten !=(, z, .... ist — konst 
0 

die Gleichung der Stromlinienschar; jede Stromlinie besteht aus zwei Geraden, die sich 

in 0 treffen und deren Winkel von der x-Achse halbiert wird. Das von der horizontalen 

Spule in einem schlechten Leiter erzeugte Stromlinienbild geht aus dem von einem Strom- 


.. . . . x . 7T 
stücke (vergl. 4 (51)) erzeugten hervor, indem man die Schwingungsphase um vor- 
2 


stellt und außerdem in der x, y-Ebene eine Drehung um „ vornimmt; das trifft natürlich 


nur mit dem hier ins Auge gefaßten Grade der Annäherung zu. 

Es mag zum Schlusse noch eine horizontal gestellte Spule von endlicher 
Länge behandelt werden, welche in die schlechtleitende Schicht eingebettet ist. Sie ist 
eleichmäßig gebaut, so daß » Windungen auf den cm kommen, auf das Stück dS ent- 
fallen dann » dS Windungen Nach (54) besitzt also jedes solche Stück der Spule das 


\loment nFT PR ; 
Am de . Re es 
C 


Das ist statt m in (S>a) einzusetzen; sodann ist statt © zu schreiben x — $, also 


0? oe g\2 y° und von $S = a bis < a zu integrieren; so entsteht 
"FTp r 
nm m sin (vr {) - pw cos(rt) | et (90), 
ı Tu 
'O A 
er . e \ E de r 4 &) 1 & 
12 — 7 2 Et 
Dr ; / ”, 9 77 
“ > ‚ Y & V(r er + /i 


Es wird 


"od O0 0 \ 
il log | 0b), f d u — 0, Zu 02 . . R (90e), 


+” () 
“ Bu 


wo 03, 0, die Abstände des Aufpunktes von den Spulenenden sind. 


. r B r . 0} . 
Die Kurven ı — konst sind Kreise: ‘ =%k, welche die Spulenachse har- 


i) 
monisceh teilen. Diese Stromlinienschar stellt das Strömungsbild im Falle zweier 
Wirbelpunkte dar, welche an den Spulenenden liegen. Die Kurven WW" = p, — (sy 
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= konst hingegen sind konfokale Ilyperbeln, deren Brennpunkte in den Spulen- 
enden liegen (vergl. Abb. 4 und 5); für Aufpunkte, deren Entfernung von der Spule groß 
gegen deren Länge ist, kann man jede Hyperbel durch ihre beiden Asymptoten ersetzen, 
und erhält so wieder die früher (in 6) auitretenden aus zwei Geraden bestehenden 
Stromkurven. Zwischen der Kreisschar und der Hyperbelschar pendelt nun, nach (90), 
(90b, e) das Stromlinienbild hin und her, indem die Stromfunktion jeweils ist: 
n F T’p \ 0] . 
vw — log |‘ |) sin (vr?) (0 0,) cos (vr f) 91) 
ys N > (..) pP\eı Q2 
Der relative Fehler ist von der Ordnung (po)' 114 
Bozen, den 7. Oktober 1921 


Zeichnerische Lösung von gewöhnlichen 


Differentialgleichungen erster Ordnung in Polarkoordinaten. 
Von R. NEUENDORFE in Kiel. 


ine Differentialgleichung do:dy =6(e, 9), in der e und 9 Polarkoordinaten sind, 

soll zeichnerisch gelöst werden. Zur Ausführung der Konstruktion wird gewöhnlich 

„empfohlen, e und g als kartesische Koordinaten aufzutragen und dann eines der 
bekannten Verfahren anzuwenden. Im Gegensatz dazu will ich zeigen, wie man eine 
Lösungsmethode entwickeln Kann, wenn man unmittelbar im Polarkoordinatensystem 
konstruiert, also eg und @ als Polarkoordinaten aufträgt. Mir ist keine derartige allge 
meine Methode bisher bekannt geworden. 

Die Aufgabe zerfällt in zwei Teile: erstens ist eine Zeichnerische Näherungslösung 
herzuleiten und diese Lösungsmethode zu untersuchen; zweitens ist ein konvergierendes 
Verfahren anzugeben, um jene erste Näherungslösung zeichnerisch zu verbessern bis zu 
der zeichnerisch überhaupt erreichbaren Genauigkeit. 


1. Einführung der Polkurve und der Isopolen. Die zegebene Differential 
gleichung sei auf die Form gebracht: 
do 


—= 0(0, 9) (1). 
dy 


Zu ihrer Lösung werde ein Verfahren verwendet, das zuerst für einen Sonderfall 
E. Czuber entwickelt hat. Seine Verallgemeinerung gab C. Veithen'),an. 

In Abb. 1 seien P und Q benachbarte 
Punkte einer Integralkurve, so daß man von y 
P(o,9) zu Q(oe-+de; + .dy) gelangt, wenn 
do und dy der Gleichung (1) genügen. Man 
ordnet »Isopolen« r; einer »Polkurve« p so zu, 
daß man von sämtlichen Punkten P auf vr; zu 
den jeweils benachbarten Punkten Q gelangt, 
indem man P mit einem festen, r, zugeorid- 
neten, Punkte Z/}; aut p verbindet. Mit anderen 
Worten: Das durch die Difierentialgleichung 
definierte Richtungsield wird in einfach unend- 
lich viel Strahlenbüschel aufgelöst, deren 
Scheitel auf p liegen. 

Die Gleichung der Isopolen sei: Ah(o, Q) 
-t; die Gleichung der Polkurve: o=f(f); 
p=g(t); worin ? der Parameter ist, durch 
den die Punkte der Polkurve je einer Isopolen zugeordnet werden. 








) E. Czuber, Beitrag zur graphischen Integration der linearen Differentialgleichungen ersteı 
Ordnung. Zeitschr. f. Math. und Physik, 44, 1599, S, 41. 

Die Arbeit des im Oktober 1918 verstorbenen Matheinatikers ©. Veithen, die bereits in einer 
mathematischen Zeitschrift veröffentlieht werden sollte, scheint verloren zu sein. Ihr Inhalt wird an 
anderer Stelle ausführlich dargestellt werden. 
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Die drei Punkte P, Q, /? seien in kartesischen Koordinaten gegeben; und zwar 


P(x,yı), Qt, Yy3), R(E, N), dann muß sein: 


2-2 x — %ı 
n—Yyı YaTyı 
oder 
fit) eos g(t) —- 0C08SY 0 + do)cos(p+dgyg)— 0c0osgy 
fit) sing (t) —o siny (o+do)sin(p+dy) - osing 


Entwickelt man, läßt die unendlich kleinen Glieder höherer Ordnung fort und er- 
setzt noch ? durch Ah(e, 9), so erhält man schließlich: 


oe,9) = S — octg[l9—yulh(oe,9)}) : » . 2) 


fIn(o,g)]sin[p —g(h(o,g))] 
Auf diese Form (2) muß also die gegebene Funktion 0(0, 4) gebracht werden, wenn 
man die Gleichungen der Polkurve und der Isopolen in jedem Einzelfall ablesen will. 


2. Konstruktion der Integralkurve. Zur Konstruktion benutzt man vorge 
drucktes Polarkoordinaten-Papier. Gegeben ist o(e,Y). Man denke die Zerlegung auf 
die Form (2) ausgeführt, so daß die drei Funktionen /, y und Ah bekannt sind. Dann 
zeichne man die kotierten Isopolen und die mit kotierten Punkten versehene Polkurve. 

Ist inAbb. 2 A der gegebene Anfangspunkt einer Integralkurve, so verbindet man 
A entsprechend seiner Lage zwischen den Isopolen 0 und 1 mit einem durch Interpola- 
tion zwischen 0 und 1 au! der Polkurve p gefundenen 
Punkte. Man schreitet im allgemeinen am günstigsten 
immer um J/g@ — 2° fort (auf dem im Handel erhält 
lichen Papier sind die Strahlen von 2° zu 2° gedruckt), 
indem man wie vorher den Punkt auf der Polkurve, 
mit dem zu verbinden ist, durch Interpolation bestimmt. 

Natürlich kann man auch, wie bei kartesischen 
Koordinaten üblich, die Geradenstücke bis etwa zur 
Mitte zwischen je zwei Isopolen ziehen und so nur 
die auf der Polkurve aufgetragenen Punkte benutzen. 
Im allgemeinen liefert das erste Verfahren die besseren 
Ergebnisse. In beiden Fällen wird man die nach den 
Polen gezogenen Geraden als Tangenten der gesuchten 
Integralkurve auffassen. 


Abb. 2 3. Wahl der Polkurve, Sonderfälle. Die 

Polkurve kann man beliebig vorschreiben und dann 

aus Gleichung (2) A (e, Yy) bestimmen. So kann man z. B. immer die x-Achse als Polkurve 
wählen, am einfachsten in der Form 


= ft; 9=ol)=0, 


0? 
«= 








dann ist 


h(g, 9) = u { 


0C08Y + 0(0, Y) sing 
die Gleichung «der Isopolen. Doch diese Fragestellung hat wenig Interesse. 

Umgekehrt kann man h(0,@) nicht beliebig vorschreiben. Es entsteht daher die 
Aufgabe, diejenigen Difierentialgleichungen zu bestimmen, die durch möglichst einfach 
konstruierbare Isopolenscharen lösbar sind, denn in solchen Fällen ist das Verfahren vor 
anderen besonders bevorzugt. 


a) Die Isopolen seien ein Strahlenbüschel um den Nullpunkt als Zen- 
trum. In diesem Falle ist g =! h(o, 9). Folglich wird Gleichung (2) 


5 ( — e” tor 4 ) 
oe 7) (p)rinlp — g(y)] Es | 9 | 


und die Differentialgleichung hat die Form: 


ii: — o?P(y) — ER(F) en Te 
dp 
Die Polkurve erhält dann die Gleichung: 
1 


g—=t-—arccteQ(t); e = 


P(t)sinlare ctg Q(1)] 
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Sonderfälle erhält man, wenn man auch noch für die Polkurve eine bestimmte 
Kurve vorschreibt. Soll z. B. die &-Achse Polkurve sein, so isstpg=g(t)= 0. Die Dif- 
ferentialgleichung hat die Form 

do 


-—= o?P(y) — octg2g BE re  ;° 
dp 
Die x-Achse als Polkurve trägt die Funktionsskala 
1 
U m ö 
> P(t)sint 


Diese Differentialgleichungen haben die Bernoullische Form; folglich sind die 
Lösungen von Gleichung (3) bezw. (4) 
Saar er’ 
und 0 = ; 


-e 
"Tran JUıdg i T 
Pe - dyp+ec sing Psinpydp+c| 


.ö 


% 


In cartesischen Koordinaten geschrieben, lauten die Differentialgleichungen (3) und (4): 
/ 2 ' 2 
Y Y Y 
Verl)'el) "Yı-(@)'r() 
dı @, n, dy x r 


und m / 
“a y\? Y\ = y\° 7 ( x y\ ,{[Y 
»Yı+(2)'+e(?) »Yı+(!) ds ee 

b) Die Isopolen seien konzentrische Kreise um den Nullpunkt. In 
diesem Falle haben die Isopolen die Gleichung oe =! h(o, 9). Folglich muß nach 


Gleichung (2) 6 auf die Form gebracht werden Können: 
2 


dx 





(0,9) = ;——- ecte|lp — gle)]) : - 0 
/\o)sin lg — 90 ] 

Es ist eine notwendige ınd hinreichende Bedingung herzuleiten, die o erfüllen 
muß, wenn es auf (die Form '5) gebracht werden kann. Die Aufstellung solch einer Be- 
dingungsgleichung ist nötig, weil es unter Umständen recht schwierig ist, unmittelbar zu 
erkennen, ob sich 6 auf die Form (5) bringen läßt. 

Aus Gleichung (5) folgt: 

> un osin(Pg—g) +EPcos(Pp—9) : : 2 2 2.2... 66). 
f (0) 
Differenziert man partiell nach Y, so erhält man 0, + octg(9 — g) -— 0 = 0 oder 
\ 0—Gg)t = @ 
tgg(e) = BR 


otgy+0-0% 
Noch einmal nach ® partiell differenziert, ergibt nach einfachen Umformungen: 


(7). 


2 ed) ( & 
O 4 u 0 (3% u ) 7 6 5 a er (8). 
Op? Op Og 
Die Gleichung ist auch hinreichend, wie rückwärts durch Integration folgt. 
Ist also eine Differentialgleichung do:dp = 6(o, ) gegeben, und soll untersucht 


werden, ob sie mit Hilfe von konzentrischen Kreisen um den Nullpunkt als Isopolen ge- 
löst werden kann, so bildet man 0. und 6,, und setzt in Gleichung (S) ein. Ist Glei- 
chung (5) erfüllt, so findet man die Polkurve in folgender Weise: Nach Gleichung (7) 
berechnet man 

y(0) = are tg LT 
otgy +0 — (gr 


und dann nach Gleichung (6) 


0? 


fe) = 
so ist die Gleichung der Polkurve 
o= fit): = g(t). 


Sonderfälle ergeben sich wieder, wenn auch für die Polkurve eine bestimmte 
Kurve vorgeschrieben wird. Ist z. B. die x-Achse Polkurve, also 9 = y(t) = 0, so muß 
die Differentialgleichung die Form hahen: 


osin(y —g) +0c08(p—g) ' 


[ 
do 0? 


S 


— ectg(J) | a A 


dy /(o)sing 


tray nn ee ut Tun 
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Die Bedingungsgleichung dafür, daß sich diese Form herstellen läßt, lautet: 
Or — Ö cieg 0 0) 
Weiter wird 
/\W 
. osiny + 0Cosg 
und oe = f(t) ist die Funktionsskala, die die x-Achse als Polkurve trägt 
Statt Gleichung (!)) kann man schreiben 
P(o) cosee 9 octg ni; (10). 
dy 


Läßt sich diese Form unmittelbar herstellen, so ist die Polkurve bestimmt durch 


t 
Y = () ( 
p 
Gleichung (10) lautet in kartesischen Koordinaten: 
A /P (x? r y°® 
dx x P(x" + y?) + y 


4. Bestimmung der Polkurve im allgemeinen. Im allgemeinsten Falle er- 
hält man leicht entsprechende Bedingungsgleichungen. 
Gegeben sei die beliebige Isopolenschar: 


j 


h(o,y) =t oder nach pe aufgelöst vo = H(g,t) wer (11). 
Dieser Wert für o ist überall in Gleichung (2) einzusetzen, insbesondere auch in 
o(0, 9). Man erhält: 
H*gp,t 
? H(g,t eidg it 
t)sinipy—goW)] 
Hieraus folgt: 
1 osIn YJ J t Hcos / 
) - H? 


Diese Gleichung wird partiell nach g diiferenziert. Umpgeformt wird daraus 


OH 
1 oH 
t 'g A : 
1 4) 5) 
u u Ja OR B 
H 20 H° 
'g tg 
Mit Benutzung dieser Abkürzung ergibt sich 
Btey A 


tg = (14), 
4 Atgy+B 


und wenn man noch einmal nach % partiell differenziert: 
i eo!D OA 
A’+- BA — B 
ug ( g 
Ist diese Bedingungsgleichung von o(g,t) erfüllt, so erbält man y(t) und f(t) aus 
Gleichung (14) und (12). 


Ergebnis: Soll eine gegebene Difierentialgleichung do:dy = 6(p, Y) 
mit Hilfe einer beliebig vorgeschriebenen Isopolenschar A(ey)=t oder 
o— H(y,t) lösbar sein, so muß die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 2 OB VA 

ae B° A B 
Ig 'y 


erfüllt sein. Darin ist 
fl \ a 'H 
A H oH, b H 209 AH’. 
“g ug ug 
und in 6(o,9) ist o durch Z(g,f) zu ersetzen. Die Gleichung der Polkurve 


ist dann: 
btge A m? 
gJ 4 t) all ig / ı 0= f(t) 
Atgy + B osin Y g + Ilcos(g gi 


Sonderfälle ergeben sich, wenn man für die Polkurve Bedingungen vorschreibt. 
Ist y(f) gegeben, so kann man aus Gleichung (14) © bis auf eine willkürliche Funktion 
von £ bestimmen. Ist auch /(f) vorgeschrieben, so gibt es eine bestimmte Differential- 
gleichung, die mit diesen vorgeschriebenen Hilfsmitteln gelöst werden kann. 
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5, Das Subnormalen-Verfahren. Eine andere Konstruktion zur Erlangung 


einer ersten Näherungslösung ist die folgende. Gegeben sei wieder do:dy = 6(p, g 
Nun ist aber die Länge der Polarsubnormalen S, = do:dy. Folglich ist 8, = 0(e, 9). 


Hieraus läßt sich ein halb rechnerisches, halb konstruktives Verfahren ableiten. 
In Abb. 3 sei A, der gegebene Änfangspunkt 
mit 09 und 90. Man berechne % = 6(P,, Po), ziehe 4, 
O4, und errichte in O0 auf OA, das Lot. Dieses Lot \ 


soll die Polarsubnormale werden. Also hat man auf AA, 
ihm OP, = 0, abzutragen. Jetzt verbindet man P. 2) | ’ 
mit A,o und errichtet eine kurze Strecke A,4Aı senk < 0 
recht auf P, Abo. 1 ö, 7 ı 
Weiter liest man die Koordinaten 2, und 9ı e o, a “ 
von Aı ab (man zeichne auf vorgedrucktem Koordi ' 
natenpapier), berechnet 0, = 6 (0,, %,) und konstruiert Abb. 3 


wie vorher die kurze Strecke Aı A». So fährt man fort 
und findet als erste genäherie Integralkure die von den Geraden 4A,Aı, Aı A» usw. als 
Tangenten eingehüllte Kurve. 
Zweifelhaft bleibt zunächst, nach welcher Seite des Lotes auf OA, die Strecke 
: dg oO 


abzutragen ist. Da aber siehe Abb.3 — ten =» ‘ ist, so hat man nur das 


fi n 


d« 0 
r . t 00 R AR ' ’ ’ 
Vorzeichen von tg yo zu bestimmen, um festzustellen, ob ,„„ ein spitzer oder ein 
00 


stumpfer Winkel werden muß. 


6. Das Lord Kelvinsche Verfahren zur zeichnerischen Lösung gewöhn- 
licher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dieses bekannte Verfahren wird 
bei Verwendurge von Polarkoordinaten besonders einfach. Deshalb mag die foleende Be- 
merkung hier eingeschaltet werden. 

Gegeben sei die Gleichung zweiter Ordnung: 

do / do\ 


== (0 (0, f, oder 0" = Ü 0”, 7 ', ) 


dg 5 d Y 


Ferner sei der ÄAnfangspunkt A, bekannt 
mit 00, Jo, 0. In Abb. 4 zeichne man OA, = @, Aa 


OP, = 0, senkrecht auf OA, mit Berücksichti- 





rY ® D . \4 
gung des Vorzeichens wie vorher. Dann ziehe Si 
man A,P, und trage darauf A,M, = AR, ab, wo p i 

7 - ” 4 
Ip 7 oO 
R (00° + 009° TRRLFBENC 6, 
"N 2 L en 9 
00° + 200 0090 N NZ, 
der Krümmungsradius im Punkte A, und ee — 
— 6(Po, 90, Pu) ist. Um Mn beschreibe man einen 70 
kleinen Kreisbogen 4,.4:. Abb. 4 


Jetzt ziehe man die Normale A, WM, und 
errichte in O das Lot OP, auf OA... Aus der Abbildung liest man ab: OA, = (1, 
A.AOx=9ı, OP, = o,. Man berechnet: 

0, = 0(Pı, J1,0ı) und Aı - 

991 

Rı trägt man auf A,M, von A, bis M, ab und beschreibt einen kleinen Kreis- 
bogen Aı As um Mı. In derselben Weise fährt man fort. 

Die Richtung, in welcher man ZA auf der Normalen abzutragen hat, ist in be- 
kannter Weise aus dem Vorzeichen von R und der Richtung der Tangente zu be- 
stimmen. 


7. Die zeichnerische Verbesserung der Näherungslösungen. Man wendet 
das Verfahren der sukzessiven Äpproximation an, ähnlich wie es ©. Runge!) zum vor- 





) ©. Runge, Ueber graphische Lösungen von Differentialgleichungen erster Ordnung, Jahres- 
berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 16, 1907, S. 270 
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liegenden Zweck zuerst entwickelt hat. Ist zu irgend einem ® ein Näherungswert pı 
gefunden, so erhält man einen besseren Näherungswert 0; aus der Gleichung 


z 


= + [oa lan. 


Zunächst soll gezeigt werden, wie man diese Verbesserung zeichnerisch ausführt. 
Man beginnt mit der Konstruktion der Kurve 0(g1,9). Wie schon oben erwähnt, ist 


10 i 
(0,9) = (J *) nichts anderes als die Länge der Polarsubnormalen. In Abb. 5 sei 
aY/o 0 


A,B die erste Näherungslösung. Dann errichtet man auf OA, in O das Lot und zeichnet 
die Normale UA, auf der schon vorhandenen Tangentenrichtung in Au. So fährt man 
fort etwa von 10° zu 10° fortschreitend — und erhält die Kurve CD, wenn man die 
gefundenen Punkte durch eine Kurve verbindet. Diese Kurve ist das grapbische Bild 
der Funktion 6(0,,9) in einem um ©0° gedrehten Achsenkreuz. Nach dem Mittelwert- 
satz der Integralrechnung ist 


IE 0, g)dp = 0„(01, I7)(g po). 


n_ 








Das ist die Länge des Bogens im mittleren Abstand o, von O und zum Winkel 
(q Jg.) = Ay gehörig. Diese mittleren Bögen zeichnet man für jedes Intervall Sg 
nach Augenmaß. Die einzelnen Bogenlängen trägt man von 4A, aus auf O4, hinterein- 
ander ab und überträgt die Strecken O0 A, usw. auf die zugehörigen Radienvektoren. Die 
Verbindungskurve der gefundenen Punkte ist eine verbesserte Integralkurve. So fährt man 
fort, bis die letzten Integralkurven zeichnerisch nicht mehr unterschieden werden können. 

Das Verfahren konvergiert nur, wie bekannt, wenn der Bogen 4,B nicht zu groß 
gewählt ist. Man muß daher unter Umständen die Integralkurve stückweise konstruieren, 
immer von dem zuletzt gefundenen verbesserten Endpunkt als neuem Anfangspunkt be- 
ginnend, und jedes Stück für sich verbessern. 

Die Grenzen der Konvergenz lassen sich unmittelbar aus der Zeichnung erkennen. 
Gelangt nämlich A,, irgend einer der Punkte auf O4,, bei fortschreitender Verbesserung 


nach A;', A? usw., so muß ja immer 4’ 4'"'"< 4'=!4/? sein. Sobald an einer Stelle 
diese Ungleichung nicht erfüllt ist, hört von ihr ab die Konvergenz auf?)' 99 


ın 


’ / 2 
I) Als einfaches Beispiel sei empfohlen: do:dy=otg u Als Arfangspunkt wurde gewählt 


Ao (6 em, 20°). Die Isopolen waren die Kreise um den Nullpunkt e=t, und die Polkurve war die 
z-Achse y=0, o=t. Fürgy= 90° ergab sich: 
durch Rechnung = 11,64 cm 

bei Jp= 2" zeichnerisch 11,52 >» 
>» JIg m 4° » 11,72 » 
In beiden Fällen war also eine zeiehnerische Verbesserung nicht möglich. 
Bei /p = 10° ergab sich durch Zeichnung 0 = 12,61 em. 
Die erste Verbesserung ergab o = 11,96 cm, die zweite o= 11,68 em; die dritte fiel mit der 


Jr 


1 


In es 


I 


) 


zweiten zusammen. 
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ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Bisherige Lösungen des Torsionsproblems für Drehkörper. 
Von TH. PÖSCHL in Prag. 


ie Torsion von Stäben mit veränderlichem Querschnitt ist bisher in strengerer Form 
nur für Drehkörper (Rotationskörper) behandelt worden, u. zw. insbesondere im 
Hinblick auf die Spannungserhöhungen, die durch den Einfluß von (plötzlichen 
oder allmählichen) Querschnittsübergängen bei Maschinenwellen (Voll- und Hoblwellen) 
hervorgerufen werden, ferner von Materialfehlern, Einschlüssen im Innern gedrillter Stäbe 
u. dgl. Bei Drehstäben mit langsaın veränderlichen Querschnitten ist es noch angängig, 
die bekannte Lösung für den Kreisquerschnitt zu verwenden (bei der der (@uerschnitt als 
Ganzes verdreht, nicht aber verwölbt oder in sich verschoben wird) und das Maß »o 
der Verdrehung für die Längeneinheit des Stabes, und damit auch die Drillungssteifigkeit 


M “ . 
K = - als Funktion der auf der Drehachse gemessenen Entfernung z zu betrachten). 
a j 


Wenn nämlich r = (z) die Gleichung?) der (von einer Parallelen zur Achse wenig ab 
weichenden) Meridiankurve C des Stabes, M das auf die Endquerschnitte einwirkende 
Torsionsmoment, @ die Schubziffer bezeichnet, dann kann man angenähert setzen: Für 
das Torsionsmoment 


7 - , e y M an 
M=-Gor'=Kwo, K K(z) = — we ,., 5: us IB 
2 a (2) 2 
und für die größte Schubspannung am Rande jedes Querschnittes 
m 2M 
T max T max (z) = Goüor = (2). 
m) y3 


Bei rascher Veränderlichkeit können jedoch bedeutend größere Spannungen auf- 
treten, als sie sich durch diesen angenäherten Vorgang ergeben, und daher ist es für 
die Beurteilung solcher Fälle wichtig, eine genauere Theorie zu besitzen. Dies ist durch 
Betrachtungen und Ansätze geschehen, die erstmalig von A. Föppl’) gegeben wurden 
und nach denen bisher folgende Drehkörperformen untersucht wurden: 


a) Zylinder (mit verschiedenen Randbedingungen an Stirn- und Mantelilächen) 
(A. Timpe), 

b) zylindrische Wellen mit Querschnittübergängen und kreisförmigen Ausrundungen 
(A. Föppl, F. A. Willers), 

c) zylindrische Wellen mit kreisförmigen Einkerbungen (F. A. Willers, L. Föpp!), 

d) zylindrische Platten (A. Timpe), 

e) Drehkegel (A. Föppl), 

f) Drehellipsoid und Hyvperboloid (Halbraum), Drehparaboloid (E. Melan), 

g) Kugelhohlraum u. dgl. (Larmor, Love, W. Arndt, L. Föpp!). 


1. Verschiedene Formen für den Ansatz des Problems. Sowie für den 
zylindrischen Körper kann man auch bei der »reinen Torsion« von Drehkörpern den 
Spannungszustand durch ein System von Schubspannungen darstellen; dabei besteht die 
äußere Belastung lediglich aus Drehmomenten, die an den Endquerschnitten oder am 
Mantel übertragen werden und selbst drehsymmetrisch verteilt sind. Die Meridiankurve 


r=r(z) sei (C, die von ihr, der Achse, und zweier (entsprechend weit voneinander 
entfernten) Endradien bezw. anderer passend gewählter Kurven eingeschlossene Fläche F'. 
Mit M bezeichnen wir das auf die Endflächen einwirkende Torsionsmoment. (Abb. 1.) 


!) Die Bezeichnungen sind nach Möglichkeit in Uebereinstimmung mit den in dem Berichte 
»Bisherige Lösungen des Torsionsproblems« (diese Zeitschr. I. S. 312 bis 328) verwendeten gewählt 
worden. 

?) Randwerte sind durch Ueberstreichen angedeutet. 

3) A. Föppl, Ueber die Torsion von runden Stäben mit veränderlichem Durchinesser, Sitzungs 
ber. d. math.-phys. Klasse der bayr. Ak. 35 (1905), S. 249 u. S. 504; Die Beanspruchung auf Ver 
drehen an einer Uebergangsstelle mit scharfer Abrundung, Z. d. V. «dl. Ing. 50 (1906), S 1032. 
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i En Als Koordinaten kommen natur 
= ” gemäß Zvlinderkoordinaten (z, 7,0) in 
| Betracht, wobei wegen der vorausge- 
.. ER setzten Drehsymmetrie alle Spannun- 
‚40 m gen und Formänderungen von Ö un- 
& | abhängig werden. Werden die Span- 
I | nungsgrößen auf ein Teilchen an der 
a Ks. | Stelle (z, r,ö4) in diesen Koordinaten 
| mit 0;, 6,, 09, 7,9, 79:, Tır und die 
w+dy ' entsprechenden Verzerrungsgrößen mit 
| | E;, Er, &, rd, 29, Yzr bezeichnet, so 


{ x B f r e: B .. rm . 
N | sind davon für das Torsionsproblem nur 
z j  : die Größen 79; ee 7, bezw 
ıL) . 
Y&:, /r# beizubehalten und alle andern 


eleich Null zu setzen. Die beiden 
lassen sich dann durch die Verschiebung in tangentieller Richtung un U(z,r) allein 
ausdrücken, woiaus durch Verwertung des linearen KElastizitätsgesetzes die folgenden 
Beziehungen fließen !) ?): 








A l I 
m wer 8), 
! 
U 
T- nn: = Gy: = GU.; 7 tn =Gyn=Gr| (4). 
« 
Als einzige Gleichgewichtsbedingung bleibt übrig 
UT O7 27 l (Hfrr,) I (r?r,) fr 
+ + 5 + == Ö (5). 
m r r r' ı2 ey 
Für die Aufstellung der Gleichungen brauchen wir ferner die Ausdrücke für die 
Drehungskomponenten, in die ebenfalls us U allein eingeht ) 
10, . (7 U). 2o, Er. 2) — 0) (6). 


Je nach der Beschaffenheit des Problems ergeben sich nun folgende Formulierungen 
des Integrationsproblems '): 

A) Der weniger häufig vorkommende Fall ist der mit gegebenen Oberflächen- 
verschiebungen U; hiefür werden die durch Elimination der Spannungen sich er- 
gebenden Gleichungen herangezogen. Setzt man (4) in (5) ein, so folgt für U die 
Gleichung 


("FU . 7 r? 
eur 


Ferner folgt aus (6) durch Elimination von U 


\ s 
A ‘ 00: sı {»ı) r (m 


w- — 1 >), 


u: { gi 


daher können 2 o®, und 2 w, durch die partiellen Ableitungen zweier Funktionen p und 


» von z und r in folgenden Formen angesetzt werden: 


1 \ 1 r l f ( 

>) 0. — r 7 = -Yy ) ww. —T[ 9, = — Ur, I 
I) Wie in dem in !) zenannten >Berichte« wer(den auch hier partielle Ableitungen der Funktionen 
U,g,w, P, Y usw. durch Indices angedeutet; bel den o, r, & und y werden dieselben Indices zur 
Bezeichnung der Komponenten verwendet; ein Zweifel in der Bedeutung ist gleichwohl nicht ındglich. 


3, Der Unterschiei gegen die in der Einleitung gekennzeichnete Lösung läuft darauf hinaus, 
2M 
daß dort u®% in der besonderen Form =ero(@)= anzesetzt wurde, während hier 9% U (z, r) 
(r jJ IT? 
erst durch die Gestalt der Meridiankurve bestimmt wird. 
3) Bezüglich der Ausdrücke für «die Verzerrungs- und Drehungsgrößen in Zylinderkoordinaten 
verel. A. E. H. Love, Theorie der Elastizität, deutsch von A. Timpe, Leipzig 1907, S. 66. 
ı, =. F.A. Willers, Die Torsion eines Rotationskörpers um seine Achse, Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. 55 (1907), S. 225. u. A. Timpe, Die Torsion von Umdrehungskörpern, Math. Ann. 71 (1911), 


S. 480, 
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Die Gleichungen, denen 9 und ı» genügen, ergeben sich daraus: 


49 = DI=9s+ fr + = lei) t4Hen)=0 (10), 


! 


D_ıw D..+ %,, v.=r () t (*) | == () (11). 


Diese Gleichungen sind identisch mit den Gleichungen für das Potential y und die 
(Stokessche) Stromfunktion ?» der achsensymmetrischen Strömungen einer reibungslosen 
Flüssigkeit, deren Teilgeschwindigkeiten nach Achse und Radius 2, und 2 w, sind; 
daher liefern alle für dieses Strömungsproblem bekannten Lösungen auch Lösungen des 
Torsionsproblems'). 

Wenn der Randwert U bekannt ist, so kennt man nach (9) auch w= rU und 
das Integrationsproblem kann so ausgesprochen werden: Es ist eine Funktion «» derart 
zu bestimmen, daß 
(I. Problem) D-ıv=0in F v=rUau C | (12). 

Wenn ferner ds ein Bogenelement der Meridiankurve € und dn ein Element der 
Normalen ist, das zu ds so liegt wie Or zu Oz, so folgt aus ()) 

ae di O(r U) 
zp / =—r 7 n >= u . 
nn 08 

Für die Funktion g lauten daher die das Integrationsproblem kennzeichnenden 

Bedingungen so 
LICH 
(II. Problem) JIg Dy=0in#+ In - auf C (13). 


ä (8 
I 


B) In dem praktisch wichtigeren Falle gegebener Öberflächenspannungen 
(wozu insbesondere auch der »spannungsfreie Mantel« gehört), verwendet man natur- 
gemäß jene Gleichungen, in denen nur die Spannungen vorkommen. Eliminiert man // 
aus den Gleichungen (4), so erhält man die »Kompatibilitätsbedingung 


ce) (7) ec) {>} 0 (14), 
ui u%. Oz\r 


die zusammen mit der Gleichung (5) zu folgenden Ansätzen für die leilspannungen 
nach z und r führt: 


l 2... 
# - «D => 7 , A  — «D, — «p j 15 . 


r“ y* 


woraus für ® und P folgende Gleichungen fließen: 


1 1 

Ds 5 ®,) Hl D.\, == 0) 16), 
.3 .3 j 
/ / 

D 7 = (rt! #,), + (r? 7,) = 0 17) 
Da die Randbedingung bei nur in tangentieller Richtung angreiienden Kräften 
lautet 
ei / f ] f l 
= 1T,.008(zn)+ r.cos(rn)= —,[P,cos (r,s)+ D, cos (z, s)| = D, 


r 


so ist das Integrationsproblem bezw. ‘" bestimmt durch: 


(III. Problem) DsDb=0in F D,—= r?ty auf C (15) 


Die Linien ® — konst stellen die Spannungslinien dar, d.h. sie geben an 
jeder Stelle der Meridianebene die Richtung der gesamten Schubspannung an: zu diesen 
Spannungslinien gehört aus Symmetriegründen auch die Achse, für die wir D = 0 fest- 


setzen. Für spannungsfreien Mantel (fy — 0) wird die Randbedingung  — konst = V 


) RA.Sampson, On Stokes Current Funktion. Phil. Trans (A 152 (1891) und die darin 
angegebene ältere Literatur. Ferner F. Prasil, Ueber Flüssigkeitsbewegungen in Rotationshohlräumen, 
Schweiz Bauz. 41 (1903) und dessen Buch: Technische Hydrodynamik, Berlin, Springer 1913. Endlich 
den Bericht von G. Greenhill, The uniaxial potential function (fonetion de potentiel) and its ortho- 
zonal force funetion (fonction de force) eontrasted, J. d. math. 8. Serie, t. IV (1921), S. 155, der eine 
zroße Anzahl von Lösungen des hydrodynamischen (und elektrodynamischen) Problems für verschiedene 
Körper enthält, die jedoch vorwiegeni dem Interessenkreis des Physikers angehören 
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Für das Torsionsmoment erhält man bei spannungsfreiem Rand den einfachen 
Ausdruck 
M=_?2n /r? (1.d _—17t, dz) 239 «ıDb (19 ), 


wobei das Integral über irgend eine zu ” orthogonale Kurve “4” — konst von der Achse 
bis zum Rande zu erstrecken ist. 
Für die Funktion W erhalten wir analog 


2 a op og 
(IV. Problem) DP’=0in}# — — ty auf C (20), 
(!n r 
d.h. — 0 bei spannungsfreiem Rand, wie wir im folgenden meist voraussetzen. Die 
()n i E 


Linien I’ = konst stellen die Linien gleicher Winkelverschiebung dar. 


Die Scharen % — konst und W = konst bilden (ebenso wie $ und w) ein ortho- 
sonales Netz und wenn die auf ihnen zwischen zwei Kurven P und 7 + J/W bezw. 
db und b + Al gemessenen Strecken Sa und Ab sind, so ergibt sich für die Größe 
der Schubspannung an jeder Stelle nach (15) 

I ‚Pr . 
7 - Y (21), 
Ja Job 
d.h. natürlich die Grenzwerte dieser Ausdrücke), aui die F. A. Willers') ein gra- 
phisches Verfahren aufgebaut hat (s. ©.). Ferner merken wir an 


U—,rT’, wv=erÜ rı ’ (22). 
c) A. Timpe') hat noch einen anderen Ansatz gegeben, bei dem die Spannungs- 
komponenten als dritte Ableitungen) einer der Laplaceschen Gleichung J5 = 0 


genügenden Funktion S erscheinen, der jedoch bisher weiter nieht verwertet wurde. 


2. Einführung isometrischer Koordinaten. Wenn es möglich ist,“ durch den 
Ansatz z . z+ir—f(S-+in)=f({) zwei konjugierte Funktionen $ (z,r) und 7 (z,r) so 
zu bestimmen, daß die Meridiankurve des Drehkörpers aus einer Kurve 5 = konst (oder 
7 — konst) besteht oder sich aus Kurvenstücken $ = konst und 7 = konst zusammen- 


setzt, so empfiehlt es sich, 5, 7 an Stelle von 2, r als krummlinige Koordinaten einzu- 


führen. Sei 
4 1° d(z+ir) ? 
a(&5+im ' 


dann erhalten wir (nach A. Timpe) folgende Formeln: 


= rVi(‘ ),= ser ur | 
\rJE 7 | | | (23), 
„= r\(l)- mer, 
ji N) "ig 
wobei ® und ‘I’ den Gleichungen genügen 
D-3 b ( d b:) | i D,) 0 | . (24), 
3 "Je A 
ae D; P — (r? Pr): + (r? P,), = U | Se 


die also gegenüber Koordinatentransformationen der genannten Art invariant sind. 

Die Beziehung‘; zwischen U und ‘’ nach (22) bleibt ebenfalls unverändert be- 
stehen. Für nicht-isometrische krummlinige Koordinaten lassen sich ähnliche Formeln 
aufstellen. 


3. Elementare Lösungen in isometrischen Koordinaten. Die in endlicher 
Form bekannten Lösungen in isometrischen Koordinaten betreiien Meridianformen (mit 


) F.A. Willers, Die Torsion eines Rotatinnskörpers um seine Achse, Zeitschr. f. Math. u. 


Phys. 55 (1907), S. 225. u. A. Timpe, Die Torsion von Umcdrehungekörpern, Math. Ann. 71 (1911), 
Ss. 480. 
°) Es sei; hier „darauf hingewiesen, daß sich tür achsensymmetrische elastische Probleme, 
wie E. A. H. Love (Theorie «der Elastizität, S. 317) gezeigt hat, die Spannungskomponenten «durch 
dritte Ableitungen einer der Gleichungen SJS V= 0 genügenden Spannungsfunktion V darstellen 
lassen; bei l,ove erscheint diese Darstellung e:was willkürlich, sie kann aber auch direkt erhalten 


werden, wie an anderer Stelle gezeigt werden soll. 
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spannungsfreien Rändern) und Belastungsver- r 


teilungen, die technisch jedoch nicht sehr be- 
deutungsvoll sind. Wenn dic Begrenzung 


durch 7 = n gegeben ist, so sieht man so- 
gleich, daß für alle Formen der Funktionen 
f (©) Lösungen dieser Art existieren, für welche 
das zugehörige r in der Gestalt r— F(£)@ (n) 
darstellbar ist, außerdem muß in der Kurven- 
schar 7 = konst auch die Drehachse enthalten 
sein, die .aus Symmetriegründen stets eine 
Spannungslinie ist. Auf diese Weise ergeben 
sich im wesentlichen nur die folgenden fünf 


ee "x =T BE EEE ET ETHERNET Ber WE ur 
Pr EDEN zu ’ u BR - 
R mpg En ne vs y n 
Da Sa DT regmerze "yo TR a a zen . a EG ’ SE. : 





wer 








e 's 
Fälle: Mi 
a) Drehkegel'!). Wir setzen in der u 
Bezeichnung des vorigen Abschnittes = 
r i 0 5 
stıy iz —-it=!iz +1 T 
Q # 
4 
- 1 1 1 W # 
m ET u 1 3 Abb. 2 ; 
„4 dh r? 0° 03 = 
worin o und 7 die gewöhnlichen Polarkoordinaten in der Meridianebene sind und o eine 1 
. . r . .. . . bin oO - = r . ö 
beliebige Vergleichslänge ist; dann ist S=/!‘ und v=-osiny=oesiny, n—=} ent- 
LE 


spricht dem Mantel des Kegels. Von Gl. (24) bezw. (25) suchen wir solche Lösungen, 
die von 7 bezw. & allein abhängen und erhalten, wenn wir ® so normieren, daß der 
Achse („= 0) ®’ = 0 entspricht (siehe 1.): 





er Cr. in? D- Y 3: c 
P, = — Csin?n, P= ur 2 —cosn(2+sin’s), P:= (leo — Zu 
worin C eine Konstante bedeutet. Die Spannungslinien ® — konst sind die Geraden 
7 = konst und die Teilspannungen nach o und sind nach Gl. (23) 
1 : . r 2 r Y , ’ 
7, z=- C-—-sio’dy = Cl — — — —sinn m —=0 26). 
‘ r” 0 o* („4 4 : a ia 0° ' 
. \ . r . > . #; 
Zeichnet man daher (Abb. 2) einen Kreis X mit dem Halbmesser OD= _, so 


geben die Sehnen O 7 die Schubspannungen 7, für alle Erzeugenden in Punkten im Ab 
stande o von O an. Das Torsionsmoment ist nach (19) 


2 rc / . ae wi 
M=2nD = — [2 — cosy(2 + sin? n)| u 


’ 


wodurch auch die Konstante C in (26) bestimmt ist. 


b) Kugel. In ähnlicher Weise erhalten wir in denselben Koordinaten die Lösung 
für die Torsion der Kugel, natürlich wieder unter den besonderen Randbedingungen, die 


sich aus der Lösung selbst ergeben. Das soeben verwendete eo, das zuvor nur aus 


Dimensionsgründen eingeführt wurde, sei hier der Halbmesser des äußeren Randes der 
gedrillten Kugel. Dann sind die entsprechenden Lösungen von (24) und (25) 


EEE BE TE REN 
3 3 93 „3 ein®r 
die Schubspannungen | | 
z—0, u —( je “ 4 r | (25) 
/ N [7 
und endlich das T'orsionsmoment 
TR FOREne.. © (29) 


Dieses Torsionsmoment wird auf die Kugel übertragen durch zwei diametral ein- 
ander gegenüber längs der z-Achse eingesteckte dünne Keile oder »Riffelachsen«, die 


I) A. Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, V., 2. Auflage, Leipzig 1918, S. 186/87 
die Gleichung (214) S. 187 gibt die Teilspannung parallel zur Drehachse an. 


u t Eee 
nr re ee re a RETTET ET TIEF VRR 
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also eine »linienförmige« Singularität bilden, wobei 
das Torsionsmoment gleichwohl endlich bleibt. Die 
Lösung für ‘die Kugel mit nur 2 singulären Punkten 
an der Oberfläche ist, wie man sich leicht überzeugt, 
anf diese Weise nicht zu erhalten und ist nicht 





bekannt. 
- . c) Einschaliges Drehhyperboloid',. Um 
2_z die bisher verwendeten Bezeichnungen beibehalten zu 
können, setzen wir (Abb. 3) 
z+ir eSin(S+in) 
also z—=(C Sin & Co3 },, == So] 5 sin 7 
s = konst entsprechen den Ellipsen, deren große 
Achsen in r liegen, 7 = konst den hiezu konfokalen 
Hvperbeln. Es folgt 
Abb. .) 1 
Be BEE 32.118. Bl 1 2 
— c?. Bol ($S +9) ?= ec? (So]?E — sin? rn). 


Suchen wir eine Lösung der Gleichung (24), die nur von 7 abhängt, so folgt, 
wenn für die Achse (7 = 0) wieder = 0 folgen soll: 
D, Csın“,, = — [2 cos n(2—+-sin’n)| 


‘ 
) 


und ebenso das !P von (25), das nur von S abhängt: 
( 


So] 


‘ I» 


Die Spannungslinien sind die Hyperbeln 7 = konst und für die Teilspannungen 
ergeben sich die Ausdrücke 
C sin ? / 
GE m \ Tr, 0 30) 


ce Soj?EV Sol? &E— sin?r 


und für das Torsionsmoment wie zuvor 


inc, 2 , 
M=2n%W — [2 — ecosn(2+ sin?r)] 31). 

Für den Kehlkreis 5 — 0 ergibt sich die Spannungsverteilung nach (2 

# B, 1 B 

Tr): 0 Ha Fr 

6? e* Ve?- r2 
ns ee „ C 
Für r= ist (TE)E—= 0 . 

V» e» 

Wenn die Torsionsbelastung des llalbraumes 2 > 0 bis zum Rand der Kehlellipse 


reicht, so wird die Schubspannunge am Rande unendlich, während das Torsionsmoment 
. . . .. T y.. . . 
nach (20) einen endlichen Wert beibehält (n = _ ). Für irgend ein anderes Dreh- 


hyperboloid 7 ist die Verteilung der Schubspannungen im Kehlkreis ebenfalls durch (30) 
gereben, wobei 7 nur bis r— csin reicht. Der größte Wert der auftretenden Schub- 
spannungen liegt stets am Rande des Kehlkreises. 
d) Für das Drehellipsoid hat man zu nehmen: 
2 +ir=.e&l(E-+in), z—= coli Fcos.n, r— .GSinSsinn, 


“ _ 
“ 


— c?(&o0]? & — cos? 7). 


Die hier in Betracht kommenden Lösungen von (24) und (25) lauten bezw 


En Er re ee äh c 
bb: = CSin?S, D = — [Bol 5 (Sin?5 — 2)+ 2], Pe 
2 c'sin’r 
sie ergeben die Schubspannungen 
C Sus 
ze —N, 7 - | (32) 
© sin’n YyBo]? 2 — co8* ı, 


) E. Melan, Ein Beitrar zur Torsion von Rotationskörpern. Technische Blätter, Prag 1920, 
Nr. 4S und 49/50. Die Behandlung dieses Falles läßt sich bedeutend vereinfachen, wie es im Texte 


veschehen ist, 
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und das Torsionsmoment 
>) 


ER Ur e Hrams o 2)%3) 
M—-2nV = Ss S5wE—2)+2]. . - . (33), 


Iri 
l 


wenn © = die Randellipse vorstellt. 
Für 
im ce—0, im Sol $ =-lime-Sin$S=o, limy=n 


Es » 


N ‚s=& 
ergibt sich, wie man leicht bestätigt, die in b) erhaltene Lösung für die Kugel wieder. 
Die Belastung ist auf den Randhyperbeln 7—=» nach der durch Gl. (32) gegebenen 
Verteilung aufgebracht. Für 7 = 0 tritt sie in zwei Linienstücken auf, die beiderseits 
vom Rande bis zu den Brennpunkten reichen. 


e) Drehparaboloid!). Setzt man endlich 


| | a 
IUOBEERE vr a : 2 ey 
z + v0 sten)", u. —6& N, = zul, A: (za n2) 
und so sind die Kurven 5 = konst. und 7 — konst. 


zwei Scharen von Parabeln, deren gemeinsamer Brenn- 
punkt im Ursprung liegt (Abb. 4). Die Lösung % 


von (24), die nur von 7 abhängt, lautet 


{ r 
b; = Cn ; D— — 7 i 
4 


und die von (25), die nur von & abhängt, 


Die Schubspannungen sind 








C ? 7, 
T: = - x I, =V( (34 
32 V:: 2m) 
und das Torsionsmoment / 
C 
M=2n = „' (35). 
*) \ 


Abb. 4 


Die Schubspannungen längs des ganzen Stückes 
BO der Parabel &= 0) werden unendlich nach dem in (34) festgesetzten Verteilungs- 
geesetze, während ihr Moment den endlichen Wert (35) annimmt. 


Für alle diese Fälle erhält man durch Differenzbildurg unmittelbar die Lösungen 
für die zugehörigen Hohlkörper, sobald die Ränder der Höhlungen durch Kurven der- 
selben Schar von Schubspannungslinien gebildet werden, der auch der äußere Rand 
angehört. 


4. Lösungen für einseitig ins j 
Unendliche reichende und geschlossene --r- 
Hohlformen. Eine ausführliche Beschrei- 
bung von Fällen, die der technischen Praxis 
entsprechen sollen, ist von H. Arndt’) ge- a d 0-0 
geben worden. Die dabei verwendete Me- 
thode beruht auf der Uebereinstimmung der 
Gl. (16) und (17) mit den Gleichungen für — .1_-. __ 
Strom- und Potentialfunktion einer achsen- 
symmetrischen Strömung im fünfdimensio 
nalen Raume (7/4); die Lösung wird auf- 
gebaut aus passend gewählten Quellen 
bezw. Quellen und Senken, die auf der 
z-Achse angeordnet sind. 


a) Der Halbhohlraum nach Abh. 5 
wird durch Ueberlagerung einer Punktquelie Abb. 5 


| 


en 





Ay 





R 














I), Die Fälle b) und e) scheinen in der Literatur noch nicht behandelt worden zu Sein 


* 


*) W. Arndt Die Torsion von Wellen ınit achsensymmetrischen Bohrungen und Hohlräumen, 
Diss. Gött. 1916 
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im Endlichen und einer gleichförmigen Strömung (Quelle im Unendlichen) gewonnen; sei 
I? der größte Halbmesser (für z=+ ©) und — 2, die Entfernung des Scheitels A von 9, 


dann gilt (wenn o — Vz? + r?): 





I 4" 2? ww 1 u. nla 8 1 
rn L 8 877 " ei; ... 3 ee . | 
wobei 2 —=!/; V3:AR und C eine Konstante. Wenn ferner #u der dem Werte 2 = (0 ent- 
sprechende (Juerschnittshalbmesser ist, dann gilt ?=1,19 Abo, 20,78 Ro. Der Rand des 
Hohlraumes ist durch ®”—=0 dargestellt, die Kurven ® — konst. sind die Spannungs- 
linien. Als äußere Begrenzung der Hohlwelle diene ®” = ®. Die Schubspannungen sind 
ER, LG. | u TE FED 
RR! 95 05 

und die (resamtspannung 

u y: BR: FED 9 

R* s 0° 256 0° 


4 Cr! 


;„, also sind dort die Spannungslinien 
ı 


Für großes negatives > wird D’ — — 


zylindrisch, wie es sein muß. Sei r=a der Radius des Grenzzylinders, dann folgt 
40a! 


und das Torsionsmoment s8nCa ni 
nd das Torsionsmome M— 2nD — + A 


Aus dem obigen Ausdruck für “ findet man ferner, daß der äußere Halbmesser 
‘, an der durchbohrten Seite (für 2= + =) gegeben ist durch 


} l 


alarm?) 222020: 0@ 


a 


.. * R [ 14 » [} * 
was für nicht zu große — kaum merkliche Verschiedenheit von a und «, ergibt. 


dA 
Der größte Wert der auftretenden Schubspannung am Rande des Hohlraumes 
liegt an einer Stelle B (Abb. 5), für welche (unabhängig von den Abmessungen) 
« — 55" 1’ 14” ist. Dieses Maximum ist, wenn wir den Wert am Umfange der unaus- 
eebohrten Welle vom Halbmesser a (d.i. gleich dem Werte der ausgebohrten Welle für 


> .,* . . . 2M ‘ f .. . 
große positive 2) mit 7. bezeichnen, wobei also 9 =  ,, nach (37) (ohne Rücksicht auf 
ta” 
das Vorzeichen ‚RB . 
a \ 26 ) max -— 1,025 To . . . . . . . . . (39), 


A 


.. . Y .. ” R ” ® . .. . . 
ist also ungefähr im Verhältnis kleiner als 7.,, womit die Unschädlichkeit des be- 


> 


. y.. .. v R . . .. .. I 
trachteten Falles dargetan ist. Für größere Werte von ist die l,ösung für einen Halb- 
a 


hohlraum in einer zylindrischen Welle gleichbleibenden @Querschnittes nicht bekannt. 

Aehnliche Kurven erhält man dadurch, daß man nicht einen einzelnen Quellpunkt 
betrachtet, sondern Quellstrecken, mit bestimmten Verteilungsgesetzen. Die Ergebnisse 
der anderen von W. Arndt durchgerechneten Fälle unterscheiden sich nicht erheblich 
von dem hier wiedergegebenen. 

b) Für eine Quelle und Senke erhält man als Hohlraumumriß Ovale, deren 
Formen sich je nach der Entfernung von (Quelle und Senke und dem Verhältnis der Er- 
giebigkeit zur Geschwindigkeit der überlagerten Parallelströmung in mannigfacher Weise 
verändern. Die beiden Hälften der flacheren, zigarrenähnlichen Formen unterscheiden 
sich, was Ort und Größe der auftretenden Schubspannungen betrifit, nicht merklich von 
dem in a) behandelten Halbhohlraum. Für die runderen, kugelähnlicheren Formen ver- 
größert sich die Größe der auftretenden größten Schubspannung am Innenrande bis um 
etwa 20 vH. 

c) Die einfache Doppelquelle führt zu einem Kugelhohlraum. Das Maximum 
der Schubspannung am Rande der Höhlung tritt im Querschnitt durch die Doppelquelle 
auf und liefert den Wert 


u 
T max = 1,25 To . . . . . . ° . ’ A (40), 
a 
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wenn £ den Radius der Kugel, a den Halbmesser des äußeren Begrenzungszylinders für große 
Werte von z und z, den Wert der Schubspannung am Rande für große |z| bezeichnet. 


5, Einzel-(Partikular)lösungen und Reihenansätze. Da die bekannten 
(sehr zahlreichen) Lösungen der achsensymmetrischen Strömungsaufgabe im %;, d. h. der 
Gl. (10) und (11) unmittelbar für die praktisch wichtigere Klasse von Torsionsaufgaben für 
vorgegebene Körper mit vorgegebenen Oberflächenspannungen (insbesondere solchen mit 
spannungsfreien Mänteln) nicht verwertbar sind, hat A. Timpe!) dieses »direkte« Problem 
für eine Anzahl von Fällen in der Weise behandelt, daß er die Lösung, wenn sich die 
Drehbelastung des Mantels durch eine ganze rationale Funktion von z ausdrücken läßt, 
durch eine Reihe von Polynomen, oder, wenn sich die Drehbelastung durch eine Fou- 
rier-Entwicklung darstellen läßt, von trigonometrisch Besselschen Einzellösungen zu- 
sammensetzt; die Konstanten in den Reihen werden durch die Randbedingungen bestimmt 
bezw. diese Randbedingungen durch Fouriersche Integrale, die über solche Einzel- 
lösungen erstreckt sind, befriedigt. Von jeder Lösung der Gl. (11) kann man mittels der 
Gl. (22): (= nd eine Lösung von (17) gewinnen und daher auch das zugehörige ®. 

A. Timpe behandelt im einzelnen folgende Fälle: a) Unendlich langer Zylinder, 
der am Umfang des Querschnittes z=0 durch das Moment M gedrillt und in den beiden 


unendlich fernen oder von z2=0( gleich weit entfernten Querschnitten je durch — 


gehalten wird; b) die in den Umfängen zweier beliebiger Querschnitte durch zwei ent- 
gegenwirkende Momente gedrillte Welle; c) die Torsion von Platten durch Momente, 
die auf die Grundflächen einwirken; diese Lösung wird auf das Problem eines Rades 
angewendet, mittels dessen ein Drehmoment auf eine damit verbundene Welle über- 
tragen wird. 

Es unterliegt auch keiner Schwierigkeit, die sogenannten allgemeinen l,ösungen 
der Gl. (10) und (11) bezw. (16) und (17) anzugeben, durch deren Aufstellung jedoch für 
die Lösung bestimmt vorgegebener Fälle nicht viel gewonnen ist. 


6. Näherungslösungen für technisch wichtige Fälle. a) Das wichtigste Er- 
gebnis für die Anwendungen ist die Einsicht in das Maß der Spannungserhöhung durch 
Querschnittsübergänge mit verhältnis- 
mäßig kleinen Halbmessern an zylin- nn zT 
drischen Wellen. Wenn auch die strenge ER r— 
Lösung für diesen Fall nicht bekannt ist, so S IZ 
ist es doch möglich, zu angenäherten Werten „| ——— m 77 
zu gelangen, wie zuerst A. Föppl?) gezeigt ı4| ._ NT... 7 . 
hat, deren Ergebnis sodann durch graphisch | 2 | 
Integration der Differentialgleichungen (16) a era: 
und (17) verbessert wurde. (Abb. 6.) ee une —— 

A.Föpp]l erhält mit Hilfe des Stokes- Bd — 
schen Satzes für den Spannungszuwachs dz, Abb. 6 
der einem Fortschreiten um das Stück dn in der 
Richtung der Normalen zur Spannungslinie ® = konst. entspricht (Abb. 1), die Gleichung’) 




















I) Siehe F. A. Willers, Die Torsion eines Rotationskörpers um seine Achse, Zeitschr. für Math. 
u. Phys. 55 (1907), S. 225 und A. Timpe, Die Torsion von Umdrehungskörpern, Math. Ann. 71 


(1911), S. 480. 

2) A. Föppl, Ueber die Torsion von runden Stähen mit veränderlichem Durchmesser, Sitzungs- 
ber. d. math.-phys. Klasse der bayr. Ak. 35 (1905), S. 249 und S. 504. Die Beanspruchung auf Ver- 
drehen an einer Uebergangsstelle mit scharfer Abrundung. Z. d. V. d. Ing. 50 (1906), S. 1032. 

’) Wenn man die beiden Gl. (5) und (14) auf das den Spannungslinien D = konst. angepaßte 
(»natürliche«) Koordinatensystem bezieht, diese Gleichungen also auf Achsen transformiert, die in jedem 
Punkte mit Tangente und Normale von P = konst. zusammenfallen, erhält man unmittelbar die Gleichungen 

O/r?T) e) (*) 1 7 1 (Or Treosa 2 r 


or r (On r 0 


BE: 4% On r 
von denen die erste wegen (21) von selbst erfüllt ist, während die zweite mit Gl. (40) übereinstimmt, 
die also nichts anderes als die Kompauibilitätsbedingung in den neuen Koordinaten ist. Für die nume- 
rischen Rechnungen werden die Spannungslinien im ganzen Verlaufe der Ausrundung als Kreise 
betrachtet, die Gl. (40) gilt aber für jede Stelle, in ihr ist nur die Krümmung an der betreffen- 


den Stelle von Belang. 
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dı T cos a T 
N u enee  ote e Tal 

dn r 0 
worin « der Neigungswinkel der Tangente an die ® Linie gegen die Drehachse z und o 
der Krümmungshalbmesser dieser Linie an der betreffenden Stelle ist. An der Ueber- 
gangsstelle ist darin 0 —=_, und ra, dem äußeren Halbmesser der zylindrischen Welle, 
zu setzen. Für kleine 0, ist daher die Spannungszunahme am äußeren Umriß — weit 

«an 

größer als im zylindrischen Teil der Welle; dadurch ist auch ein zablenmäßiger Anbhalts- 
punkt für die Größe dieser Spannungserhöhung gewonnen. An der Uebergangsstelle 
drängen sich die Spannungslinien enger zusammen, so daß in einer verhältnismäßig 
dünnen Schicht ein großer Teil des Torsionsmomentes übertragen wird, wodurch die 
inneren Schichten merklich entlastet werden; dadurch wurde Föppl zu der Vorstellung 
geführt, den Spannungszustand an der Uebergangsstelle zu vergleichen mit dem einer 
Hohlwelle, deren Wandstärke — 70, gesetzt wird, wobei „, wenig größer als 1 ist. Für 
7 1,5 ergibt sich bei 0 = 0,la die Randspannung etwa 2,09 mal so groß als die einer 
Hobhlwelle vom gleichen Halbmesser «a. 

Bei der graphischen Integration, die F. A. Willers nach einer von Ü©. Runge 
zegebenen Methode ausgeführt hat, werden die Spannungslinien, zu denen die Achse und 
der Umriß des Drehkörpers gehören müssen, diesen möglichst angepaßt eingezeichnet 
und zwar so, daß sie »Schichten gleichen Torsionsmomentes« ergeben, d.h. zwischen je 
zwei benachbarten soll das gleiche Torsionsmoment übertragen werden. Dabei kann 
schon in ziemlich kleinen Entfernungen von der Uebergangsstelle die bekannte Lösung 
für den Kreiszylinder verwendet werden, für die die Spannungslinien die Parallelen zur 
Achse sind. An diese sind die Spannungslinien für die Uebergangsstelle passend anzu- 
schließen und zu ihnen die orthogonalen Trajektorien zu ziehen. Durch graphisch aus- 
geführte Integrationen längs dieser wird dann mit Hilfe der Gl. (21) eine Korrektur der 
vorerst willkürlich eingezeichneten Spannungslinien vorgenommen, die insbesondere nach 
dem Rande an der Uebergangsstelle von Wichtigkeit ist, da aus dem Verlauf der Span- 
nungslinien an der Uebergangsstelle mit Hilfe der Gl. (21) unmittelbar die dort eintretende 
Spannungserhöhung entnommen wird. 

Für eine Welle mit einem aufgelagerten Bunde, wie sie sich z.B. bei Kammlagern 
finden, erhielt Willers für 0, = 0,la an der Uebergangsstelle als größten Wert etwa 
das 1,5- bis 1,6fache der Mantelspannung. Für einen Querschnittsübergang zwischen zwei 
zylindrischen Wellen durch eine Ausrundung in Form eines Viertelkreises mit 0 = 0,la, 
wie sie auch Föppl angenommen, erhielt Willers als Größtwert der Spannung das 
1,75fache der Mantelspannung, was einem 7 1,9 entspricht. Für den Fall plötzlicher 
(Juerschnittsänderung (ohne Uebergangskurve, also mit einspringender Ecke) erhielt 
Willers die Lösung durch einen Reihenansatz. In einspringenden Ecken wird die 
Spannung unendlich, in ausspringenden Null. 

Dieser und einige ähnliche Fälle wurden von A. Wyszomirski') mittels eines 
von Hele-Shaw angegebenen Stromlinienapparates auch experimentell untersucht, indem 
die Strömung einer dünnen Flüssigkeitsschicht (in einem Kanal zwischen zwei Glas- 
wänden) beobachtet wurde, dessen Form mit dem Meridianschnitte des Körpers überein- 
stimmt. Zwischen beiden auf diese Weise miteinander in Verbindung gebrachten Pro- 
blemen herrscht jedoch keineswegs eine tatsächliche Analogie, wozu auch noch kommt, 
daß der Einfluß der Zähigkeit der Flüssigkeit besonders an den Rändern, auf die es vor 
allem ankommt, von störendem Einfluß ist. Die erhaltenen Zahlenwerte sind für die 
vergleichbaren Fälle kleiner als die von Willers, die wegen der exakteren Methode als 
die gesicherteren bezeichnet werden müssen. 

b) Die Spannungserhöhung in zylindrischen Stäben mit Einkerbungen ist von 
F. Willers nach der in a) skizzierten Methode und von L. Föppl’) durch eine Integral- 
darstellung mittels einer Partikularlösung der Gl. (16) und (17) gegeben worden, die einer 
ringförmigen Quelle um die Achse entspricht. Für den tiefsten Punkt der Kerbe ergibt 
sich bei einer kleinen, scharf eingeschnittenen Kerbe eine Spannungserhöhung auf das 
Doppelte der Mantelspannung. 


,8.A. Wyszomirski, Stromlinien und Spannungslinien, ein Versuch Probleme der Elastizi. 


tätslehre mit Hilfe hydraulischer Analogien experimentell zu lösen, Diss., Dresden 1914. 
“-, I, Föppl, Die Torsion runder Stähe von veränderlicheın Querschnitt, Sitzungsber. der math. 
physa. Klasse d. bayr. Akad. d. Wiss. 51 (1921). 
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e) Den gleichen Betrag finden J. Larmor und A.E.H. Love auch für die Span- 
nungserhöhung durch einen nahe der Oberfläche liegenden kleinen Kugelhohlraum in 


einem gedrillten Stabe'). 


d) Für dünnwandige Hohlkörper erhält 


man durch Einführung eines (über 


jeden senkrecht zum Rand geführten Schnitt) konstanten Mittelwertes der Schubspannung 
eine in vielen Fällen ausreichende Näherungslösung’). 143 


KURZE AUSZÜGE 
Mathematische Statistik. 


Arbeit von 
statistischer 
Reihen auf ihren Zufallscharakter, Skandi- 
navisk Aktuarielidskrift 1921, p. 65—96) stellt, 
wie eingangs belont wird, im wesentlichen 
eine Paraphrase zu v. Bortkiewicz’s, Ite- 
rationen, Tschuproffs Arbeit über Stabi 
lität der statistischen Rehe und eine Kritik 
einer Arbeit von Esscher über die Stabilität 
und Korrelationsverhältnisse in der Sterblich- 
keit der schwedischen Bevölk rung 1886 -1914 
dar. Zunächst wird ein Caleul für die malhe- 
matische Erwartung aufgestellt. Die mathema 
tische Erwarlung einer Summe von zufälligen 
Größen ist gleich der Summe der malhema 
tischen Erwariungen der Einzelgrößen. Dies 
oilt, gleichgüllig, ob die Größen unabhängig 
sind oder nicht Dagegen gilt der entspre- 
chende Satz für die Multiplikation nur für 
unabhängige Größen. Der Vergleich zwisches 
dem Erwartungswert und dem empirisch ge- 
wonnenen Beobachtungswert gibt ein Maß da- 
für, inwieweit die belrachtete Materie sich den 
Zufallsgeselzen fügt. Dies führt zur Aufstel- 
lung des Divergenzkovffizienlen 


Statistische 


zuber Uber die 


Reihen. Eine 


Beurleilung 


n 
\ 


(a, — ps)® 

Q’= 

npqs 

wobei x ,„ die Zahl der Wiederholungen des 

günstigen Ergebnisses in einer Reihe mit s 

Versuchen, p=1-—g die zugrunde liegende 

Wahrscheinlichkeit und n die Zahl der Reihen 
bedeutet. 

Der Unterschied der vorliegenden Darstel- 
lung gegenüber der von Lexis besteht darin, 
dab Lexis mit den relativen Häufigkeiten und 
mit empirisch bestimmten Wahrscheinlichkei- 
ten rechnele. Der Gebrauch des Koeffizien- 
ten wird an einer Lolteriez'ehung illustriert 
Es ergibt sich ein deutlicher Zufallscharakter 
Dagegen führt eine Analyse der Würfelresul- 
tale von Wolf zu dem Schluß, daß ein syste- 
matischer Fehler in den Würfeln vorhanden 
sein muß. Der Begrilf des Divergenzkoeffi- 


zienlen wird dann entsprechend dem Pois- engt die Bedeutung der Wahrscheinlichkeits- 
I) J. Larmor, The Influeuce of Flaws and Air-Cavities on the Strength of Materials. — A. E. 


sonschen Schema für den Fall einer vari- 
ierenden Grundwahrscheinlichke:it erweitert. 
was dazu führt, daß die Größen p,4g,s «einen 
Index bekommen Dann wird der mittlere 
lehler dieses Koeffizienten abgeleitet. 

Etwas anders hat Tschuproff den Diver- 
senz-Koecffizienten definiert. An einer Vari- 
abbeln warden r Serien von je n Versuchen 
vorgenommen. Der Mittelwert der iten Serie 
heiße 2;„, der aus allen Beobachtungen f;n 
ein beliebiges Resultat x, so ist! 


we „u 
— (vn nn - . n)” yo# 
R PT ur ER 
(4° — . 
| nr 
R. (x en Tr, n ’” 
rn—]1l ı i 
Beide Definitionen slimmen um so genauer 
überein, je größer r. Dies wird durch eine 


längere algebraische Umformung gezeigt. Als 
Beispiel wird dann das Sterben in einer ein- 
jähigen Altersklasse während N 
tungsjahren von s unler Beobachtung stehen- 
den Personen betrachtet. Hicrfür wird die 
mathemalische Erwartung des Quadrates der 
zufälligen Abweichung berechnet. Bezeichnet 
man mit &; die Totalabweichung einer Einzel- 
beobachtung sowohl herrührend von den zu- 
fälligen Störungen als von den Schwankungen 
der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeit, so 


Beobach- 


ergibt sich 


[43 ; ( s— 1! (por —p)? 
Es —=2? : 2 e a 
N 8 8 N 
während sich bei Esscher eine Sfalcehe For- 
mel findet 


Neuordnung der mathematischen Sta- 
tistik. Unter diesem Titel zieht E. Blaschke 
in der Skandinavisk Aktuarietidskrift p. 97 bis 
1353) aus der Kritik, die v. Mises an den 
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
oeübt hat. die für die mathematische Statistik 
notwendigen Konsequenzen. Der Endzweck 
der statistischen Forschung ist die Aufstellung 
"von leicht handbaren Maßzahlen. Blaschke 


Love, Analysis for Spherical Cavity, Phil. Mag. (Ser. 5 vol. 33, 1892) und Love, Theorie der Elasti- 


zität, S. 367. 
?2) A. und L. Föppl, Drang und Zwang, 


München 1920, II. Bd., 


S. 160. 
10 
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theorie für die mathematische Statistik stark 
ein. Für die Bevölkerungsstatistik wird die 
Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie im 
Wesentlichen verneint. Denn ihre Ergebnisse 
sind nicht Versuche mit konstanter Grund- 
wahrscheinlichkeit, weil die Bevölkerung den 
bewußten Eingriffen der Gesellschaft unter- 
liegt. Auch gibt es hier keine wiederholte Be- 
obachtung desselben  Gegenslandes. Bejaht 
wird die Wahrscheinlichkeilstheorie für die 
Versicherungsstaltistik, da bei der Auswahl 
die Regellosigkeit erhalten ist. Immerhin ist 
auch diese Erwartungsbildung wegen des 
engen Zusammenhangs des beobachteten Ma- 
terials mil der Bevölkerungsstatistik nur bes 
dingt. Der Vorzug der Versicherungsstatistik 
beruht vor allem auf dem Mangel an systema- 
tischen Fehlern. Blaschke warnt vor einer 
Überschälzung des Lexisschen Dispersions- 
Kriteriums. Dieses gilt an sich für mathema- 
tische Wahrscheinlichkeiten. Gegen die Ar- 
sumenlte, die aus der normalen Dispersion 
auf eine den betr. Ereignissen zugrunde lie- 
gende mathemalische Wahrscheinlichkeit 
schließen wollen, konstruiert Blaschke 
t Fälle, wo das Kriterium von Lexis versagl. 
Den größten Erfolg hat die Wahrscheinlich- 
keitstheorie auf dem Gebiet der »von einer 
Ursache abhängigen stalistlischen Geselze«, WwO- 
runter Blaschke die Häufigkeilskurven ver- 
steht. Die dabei auftretenden Konstanten 
Präcisionsmaß, Medianwert, Mittelwert bedür- 
len keiner wahrscheinlichkeitstheoretischen Be- 
gründung, so daß die Lehre von den Frequenz- 
kurven durch eine andere Auffassung über 
die Wahrscheinlichkeitstheorie nicht beeinflußt 
wird. Das gleiche gilt für Korrelalions- und 
\usgleichungstheorie. Die Heranziehung der 
Walırscheinlichkeitsroschnung zur Verwandlung 
eines korrelatliven in e.nen korrelalionsfreien 
Zusammenhang, hat nur methodische Bedeu- 
lung. Natürlich sagt eine Korrelation nichts 
über den ursächlichen Zusammenhang aus 
Die Ausgleichungstheorie wird durch die 
mweueren Arbeiten über  Kollektivlehre be- 
reichert. Für die amtliche Statistik wünscht 
Blaschke, daß neben den Beobachtungs- 
werten von nun an auch dia millleren und 
wahrscheinlichen Fehler publiziert werden. 


Zum Vererbungsproblem. Paart man in 
einer  zweigeschlechtlichen Anfangsgeneration 
mit den Eigenschaften a und a--1, deren 
Häufiskeiten p und q seien, jedes weibliche 
Organ mil jedem männlichen (also auch inner- 
halb desselben Individuums), und schreib! 
man einem Bastard das aritlhmetische Mittel 
der Eigenschaften der Eltern zu, so hat die 
u 

Eigenschaft a - in der mten Generation 
n 

die Häufigkeit 


[53 p' — Y g' - wobei n gr 


Bei Mendel kommen nur die Nuancen a. 
a--!/,; und a— 1 vor. Haben sie die Häu- 
figkeiten p,r,g, so bleibt nach «inem Satz 
von Hardy die Zusammensetzung der Popu- 
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lation bei der obigen Paarungsmelhode kon- 
stant. Davon ausgehend zeigt Herr K. G. 
Hagström (Ein  erblichkeitstheoretisches 
Grenzproblem, Svenska Aktuarielöreninges Tid- 
skrift, 1917, p. 164—176), daß auch «ine Ver- 
teilung einer Generalion auf n Klassen kon- 
stant ist, wenn deren Häufiskeiten den Ter- 
men der Entwicklung von (p-+ 9)" propor- 
lional sind. 


Fehlertheorie. Herr K.G.Hagström deutet 
in seinen »Bemerkungen zur Theorie der Be- 
obachtungsfehler« (Svenska Aktuarieförenin- 
gens Tidskrift 1917, p. 67—70), die der Ent- 
wicklung der lehlerfunktion zugrunde liegen- 
den n Messungen als Punkt x in einen n 
dimensionalen Raum. Dann entspricht dem 
Wertsystem der Fehler ein variabler Punkt 
der auf einer Geraden durch x liegt. Eben- 
so wird die Ableitung des Gaussschen Fehler- 
geesetzes mit Hilfe der Annahme des arith 
melischen Mittels als wahrscheinlichster Wer! 
geometrisch gedeutet. 


Kritik der Korrelationstheorie. Die ma- 
thematische Statistik ist die Wissenschaft ge- 
wisser Schemata, welche den Phänomenen 
entsprechen sollen, die die praktische _Sta- 
tistik behandelt. Diese Schemata, vor allem 
das Urnenschema sind zu allgemein und zu 
abstrakt. Man sollte Schemata aufstellen, die 
gut passen, wie die Potentialtheorie für die 
theoretische Physik. Von diesem Standpunkt 
unlersucht K. G. Hagström in zwei Arbeiten 
(»Der Begrilf der statistischen Funktion« und 
Bemerkungen zur Theorie der stalistischen 
Funktion« Skandinavisk Akluaret'dskrift, 1919, 
p- 1-52 und 204—223) die Korrelationstheorie 
und greift sie außerordentlich stark an. Zu- 
nächst betrachtet er die älteren Arbeiten 
von Bravais und Galton. Er bezeichnet 
als Korrelationsfunktion eine positive Funk- 
ba “g 
tion F(x,y), für die | F(x,y)dx dy die 
ba; 

Wahrscheinlichkeit angibt, daß x in das In- 
tervall a,a,s und yin das Intervall D, bs; 
fällt. Von den dabei interessierenden Vertei- 
lungsfunktionen für die beiden Variabeln wird 
die in kleinen Intervallen konstante Funk- 
tion und die Gaußsche Fehlerfunkltion ,'be- 
trachtet. Halt man zwei Variable x und y, 
welche von «einer dritien Variablen t derart 
abhängen, daß F (x,r), F(y,tr) und die Ver- 
teillungsfunktion für t Gaußsche Kurven sind, 
so läßt sich F (x, y) auf die Form bringen 


/ 
/ EEE 2 9 5 
Fa,y) = +7 ZE 0-0» -2Bay +19 
Lu 
normale Korrelationsfunktion). Die Äquipro- 


babilitätskurven sind Ellipsen. Der Korrela- 
lionskoeffizient wird definiert durch 


2 je 6) 
S JSayF(e,y) dedy 
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und wird zu r=-—, Dann werden die 
Vay 
Beziehungen zwischen den in F(ax,y), F(rr), 
F(yr) und der Verteilungsfunktion von 7 
auftretenden Konstanten gezeigt. Als speziellen 
Grenzfall bekommt man den Bravaisschen 
Fall, wenn nämlich 2= ! «r,. Um eine Be- 
obachtung nach diesem Schema zu wunter- 
suchen, muß man also die Annahme machen. 
daß die Korrelationsfunklion normal ist und 
daß x und y mit der Veränderlichen t einen 
Zusammenhang von der oben geschilderten 
Art aufweisen. Beides sind ganz spezielle 
Hypothesen. 
Auch der Fall 


. h = : 
Fan=e-"@-2,° 
Yr 
. k 9 ? 2 
Fyd)= e- K(y— 2,7, 
Vr 
m ö c2 0.2 
F (r;) r——— — e um» re 72 


Vr 


führt auf den Normalfall. 

Der Verfasser polemisiert dann gegen die 
englische Schule, da ihr angeblich folgende 
falsche Sälze zugrunde liegen: 

1. Wenn r=0, so sind xund y unab- 
hängig. 

2. Wenn r=1, so sind x und y einander 
proportional. Bei Pearson finden sich \diese 
Sätze nicht. Bei Yule und Charlier [indet 
sich Satz 2. Bezeichnet man die Tatsache. 
daß die Korrelationsfunklion F (xy) zerlegbar 
ist in p(x).q (y) als Unabhängigkeit im ge- 
wöhnlichen Sinne, so zeigt der Autor die 
Unrichtigkeit einer Reihe von Sätzen, von 
welchen man nach dem Studium der Arbeiten 
der »Korrelationisten« vielleicht glauben könn- 
te, daß sie bewiesen oder beweisbar wären. 

Falsch sind folgende Sätze: 

Wenn r=0, so sind x und y von einander 
wenig abhängis, was bedeuten soll, daß 
F(x,y) nicht vom Streifentypus mit sehr 
schmalen Streifen sein kann. Darunter ist 
zu verstehen, daß in der unmittelbaren Um- 
sebung einer Kurve f(ay)=0, das F(xy) 
sroß, sonst aber verschwindend klein ist. 
Finen sehr schmalen Streifen deutet man als 
einen funktionalen Zusammenhang der. beob- 
achtelen Erscheinungen. 

Wenn r=0, so kann F (xy) in p(x).q (y) 
zeriegt werden. 

Auch für den Fall r=0 wäre also tatsäch- 
lich ein Zusammenhang möglich. Und umge- 
kehrt auch im Fall eines endlichen r wäre es 
möglich, daß die Korrelalionsfunktlion vom 
Streifentypus mit beinahe verschwindender 
Streifenbreite wäre. 

Richtig ist: Wenn z und y im gewöhn- 
lichen Sinne voneinander unabhängig sind. 
so ist r=0. Die richtige Umkehrung lau- 
tet: Wenn r #0, so sind x und y nicht im 
gewöhnlichen Sinne von einander unabhängig. 
Ferner ist stets |r|< 1. Die Korrelations- 
theorie reduziert sich also auf folgendes: 
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2 unabhängige Veränderliche erzeugen eine 
normale Korrelationsfunktion mit r=0; fin- 
det man, daß F(x,v) nicht vom normalen 
Typus oder vom normalen Typus mit r #0, 


so Ist ein Zusammenhang zu vermuten. 


Stabilität und Korrelation von statisti- 
schen Reihen. Die Stabilität der Sterblich- 
keit in den verschiedenen Altersstufen wurde 
bisher hauptsächlich an versicherungsslalisti 
schem Material untersucht. Es ergab sich in 
den meisten Altersstufen sehr große Stabilität 
In den Meddelanden fran Lunds Astronomiska 
Observatorium, Serie Il untersucht Fredrik 
Esscher die Sterblichkeiit der Gesamtbe- 
völkerung in Schweden 1886—1914. Er 
kommt dabei zu ähnlichen Ergebnissen wie 
eine früher von Peek angestellte Untersuchung 
über die Sterblichkeit in den Niederlanden 
Zunächst wird im Sinne der Dispersionstheorie 
als Maß für die Wirkung der störenden Kräfte 
das Quadrat des Divergenz-Koelfizienten ver- 
wendet, das richlig 
L — 1) r3 

pq 

lautet. Dabei bedeutet s die Zahl der be- 
obachteten Personen, p den Durchschnitt der 
in N WVersuchsreihen auftretenden Grund 
Sterbewahrscheinlichkeilen, ns das Quadrat des 
mitlleren Fehlers der Grundwahrscheinlich- 
keiten. Daneben wird als Stabilitälsmaß auch 
das Hundertfache des Stlörungskoeffizienten p 
gebraucht. Er drückt die Schwankungen der 
Serienwahrscheinlichkeiten in Prozenten der 
Grundwahrscheinlichkeit aus, so daß 


100Vr 
1000 = '. 
p 


(v. Bortkiewicz’s relative 
Schwankungskomponente). 

Der Untersuchung liegt die Sterbenswahr- 
scheinlichkeit in Schweden 1886—1914 getrenn! 
nach dem Geschlecht für je fünfjährige Alters- 
klassen zugrunde. Die beobachlelten Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten wurden zunächst mit 
Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate 
durch Parabeln ausgeglichen, was Escher 
als „Elimination der säkularen Varialion“ be- 
zeichnet. Hierbei wird ein originelles Verfah- 
ren angegeben, derart, daß das Hinzufügen 
eines neuen Gliedes an den bereits bestimmten 
Koeffizienten nichts ändert. Wenn man also 
sieht, daß eine vorgenommene Ausgleichung 
nicht genügt, so kann man nachher unter Bei- 
behaltung der berechneten Koeffizienlen neue 
Glieder berücksichligen. Dann wird die Dis- 
persion der ausgeglichenen Reihe auf die Ber- 
noullische Dispersion und die Verbreitung 
der Grundwahrscheinlichkeil um die ausgegli- 
chene Kurve zurückgeführt. Es genügt für die 
ganze Zeilspanne eine Parabel zweiten 
Grades, für die Teilperioden (bis 1900 und 
nach 1900) je eine einfache Gerade. Die 
Abnahme der Sterbenswahrscheinlichkeil war 
am $Stlärksten für die Kinderjahre Die Dis- 
persionen sind für alle Altersgruppen über- 
normal. Wie aus den p-Wertes hervorgeht 
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ist die Stabilität am niedrigsten bei den Ju 
gendlichen, in den meisten Altersgruppen hat 
sie in der zweiten Hälfte der beobachleten 
Zeit zugenommen Stabilität und 
‚Korrrelalion zweier Reihen besteht ein enger 
Zusammenhang Is ist ein besonderes Ver 
\rbeit. daß sie 
durch eine eingehende Korrelationsunlersuchung 
die Stabililälsunlersuchung ersänz! 


/wischen 


dienst der Esscherschen 


Die Schwankungen machen es wahrschein- 
lıch. daß die 
durch 


Sterbenswahrscheinlichkeiten 
beeinflußt 
Durch eine Korrelationsuntersuchung 


äußere Faktoren wurden, 

wurde 
nun ermittelt, inwieweil diese Faktoren den 
verschiedenen Altersgruppen gemeinsam waren. 
Der aufgestellle Koelfizient ist analog mil 
Bortkiewicz's Syndromiekoelflizient,  be- 
rücksichligt jedoch die verschiedenen Beobach- 
tuneszahlen der Reihen nicht. Unterscheidet 
man fünfjährige Altersgruppen und drei Zeil- 
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gruppen, so sieht man aus dem Vergleich mit 
den möglichen Maximalwerten, daß die Fakto- 
ren, die den Verlauf der Sterblichkeit beein- 
Hlußlen, zum srößlen Teil den verschiedenen 
Altersstufen einer Gruppe gemeinsam sind. 
Auch zwischen den Sterblichkeitszilfern der 
beiden Geschlechter ist eine außerordentlich 
starke Korrelation vorhanden. Der Korrela: 
ttonskoeffizient beträgt für die ganze Beob- 
achtungszeil r 0.972. Die störenden Kräfte, 
die die Sterbenswahrscheinlichkeiten in den 
verschiedenen Altersstufen einer fünfjährigen 
Gruppe, in entsprechenden männlichen und 
weiblichen fünfjährigen Gruppen und in nahe- 
liegenden Gruppen desselben Geschlechts be- 
einflussen, hängen durch slarke posilive Kor- 
relation störenden 
Kräfte innerhalb weit voneinander entfernter 
Altersstufen. 

Berlin “. I. Gumbel. 165 


zusammen, ebenso die 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Das Schaukelpendel. Wenn eine Schaukel 
ohne äußeren Anstoß in Betrieb gehalten oder 
gesetzt werden soll, so muß die auf der Schau- 
kel befindliche Person, wie man aus der Er- 
lfahrung weiß, ihren Schwerpunkt in «einer 
oder wirkungsvoller in beiden) Endlagen sen 
ken und beim Durchgehen durch die Mittel- 
lase heben. Faßt man die Schaukel samt 
Schaukler als ein Pendel auf, dessen Dreh- 
punkt mil dem Aufhängepunkt der Schaukel 
zusammenfällt,. so kann man auch sagen. die 
Iinersie der VPendelbewesungs werde durch die 
Bewegungen des Schauklers relativ zur Schau- 
kel in dem eben angegebenen Sinne ständig 
vermehrt 

Über die Art des Energieübergangs vom 
Schaukler an das Pendel erhält man  Auf- 
schluß, wenn man die Bewegung nach der 
vereinfachten Annahme der Abb. 1 untersucht: 





u ; 
Abb. 1 


\Man setzt voraus. die Schaukel habe einen 


Gesamlausschlag von 180° und der Schaukler 


führe die Senkung seines Schwerpunkt in den 
Endlagen und die Hebung in der Mittellage 
so rasch aus. daß die tangenliale Bewegung 
gegenüber der radialen vernachlässigt werden 
kann. Der Schwerpunkt durcheilt also nach- 


einander die Lagen 1, 2,.3.4.5.6,7.8. Wenn 


man Lager- und Luftreibung vernachlässigt. 
von außen keine Energie 


wird der Anordnung 


zugeführt. Die Energiewanderung AF der Pen- 
delbewegung während einer vollen Schwingung 
ist demnach gleich der Arbeit. «die der Schauk- 
ler bei seinen Bewegungen leistet. Die Bewe- 
sungen von I nach 2 und von 5 nach 6 er- 
folgen ohne Energieumsetzung, da die Bewe- 
sung des Schwerpunkls senkrecht zu der ein- 
zisen an ihm angre'fenden Kraft. der Schwer- 
kraft @, erfolgt. DieMasse m muß allerdings 
im Punkte 1 (bezw. 5) beschleunigt werden; 
die dazu aufgewandte Energie wird aber wie- 
der zurücksewonnen bei der nachlolgenden 
Verzöserung im Punkte 2 (bezw. 7). Die Ent- 
lernung zwischen den Punkten 1 und 2 
bezw. 5 und 6) ist mit Ar. der Pendel- 
halbmesser mit r bezeichne!. Beim Durch- 
sehen durch die Mittellage greifen am Pendel 
die Schwerkraft G und die Zentrifugalkraft 
mv” 


Zz = an, die beide der Bewegung von 3 


nach 4 bezw. von 7 nach 8 entgegengesetzt 
serichtel sind. Da dese Arbeit während einer 
vollen Pendelschwingung zweimal 
wird, ist: 


geleistet 


= mv? 
JE=247(6+ = 297 (mg + ) 
B 


(1). 


—=2Armyg(i +2) =64rmyg \ 
wegenv—=|2yr 


Wenn der Pendelausschlag nicht 180° son- 
dern 2a ist (Abb. 2). so ist, wie man sofort 
übersieht. 


’ mv? 
JE 2 drmg(1 — cosa) + 2 Ir, 
. 
wobei v? —=2gr (1 —cosa), also (2), 


dE=24rmgy(1—cosa) (1 +2) 

—6Armg (1 —cosa) 
also auch hier entfällt ein Drittel der ge- 
samlten Energieänderung auf die Arbeit ge- 
gen die Schwerkraft und zwei Drittel aul 
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% oegen vernachläßigbar klein gegen m Es sei 
\ Ierner m reibungsfrei längs der Pendelstangse 
k Fa geführt. Wenn die reduzierle Pendellänge mit 
l, bezeichnet wird, lautet die Gleichung für 
5 , den Schwingungsausschlag 





\rbeit. die sesen d'e Zentriluealkraft geleı 
stel wird. 

Hat man ein physikalisches Pendel, das in 
A in Schneiden selagert ist, und auf dem 
sich der Schaukler oberhalb A befindet, 
so kann der Schaukler das Pendel durch He 
ben seines 
Lagen und durch Senken in der Mittellage in 
Schwung halten. Schwerkraft und Zentrifugal 
kraft sind in diesem Falle enlgegengesetzt ge 


Schwerpunkts in den Auberein 


richtet und es ısl 
AE a2 dr mgl 


—=2J4/rmg(l 


cosa)(2 1) ) 


COSAa) 


Das Schaukelpendel gewinnt technisches In- 


leresse. wenn man den Mann auf der Schau- 
kel dureh eine schwinsende Mass erselz! 
Der Schaukler hebt während einer vollen 


Schaukelschwingung seinen Schwerpunkt zwi 
mal und senkt ihn zweimal \lan kann den 
Schaukler dureh eine Schwingungs 
anordnung Schwingungsdauer 
so groß ist wie d’e Dauer der Pendelschwin- 


erselzen 
deren doppelt 
sung, also eine Anordnung. bei der d’e Masse 
ebenfalls während einer vollen Pendelschwin- 
oung zweimal gehoben und zweimal gesenkt 
wird. Eine Anordnung dieser Art ist in Abb.» 
dargestellt. Eine Pendelstange p ist in A dreh- 
bar gelagert und trägt den Festpunkt 3, an 
dem eine Feder /f gehalten ist. An f häng! 
die Masse m, die sch längs der Pendelstange 
kann. Die Feder f ist 
Eigenschwingungzahl 


der Anordnung m, f doppelt so groß ist wie 


auf und ab bewegen 
so bemessen. daß die 
die Eigenschwingungszahl des Pendels 

Den Muskelkräften, die der Schaukler beim 
Heben und Senken seines Gewichtes mit der 
Periode der doppelten Schwingungszahl der 
Schaukel ausübt, muß beim Schaukelpende] 
der Abb. 3 ein periodischer Antrieb entl- 


sprechen, der von p auf m im Rhythmus der 


Eigenschwingungszahl der Anordnung m, 
ausgeübt wird. Wenn dieser Antr'eb so wirkt. 
daß m in den beiden Endlagen eine Bewe- 
sung von A weg und in der Mittellage nach 
A zu ausführt, so ist der Schaukelvorgang 
getreulich nachgeahmt und das Schaukelpendel 
wird sich selbst in Gans halten. Bevor diese 
erzwungene Bewegung behandelt wird, wollen 
wir die Bewegung untersuchen, die ein sich 
selbst überlassenes schwingendes Schaukelpen 
del der in Abb. 3 dargestellten Art ausführt 
Das Schaukelpendel ohne äußeren 
Antrieb. Es wird angenommen, die Mass: 
des Pendels p sei groß gegen m, die von f da- 


B sin (| !) (4), 


Poendelschwingung 


( Acos(| 4 e) 
/ 


Die Dauer 
ist demnach 


einer vollen 


nn I, 
E un | 
4 


Die Schwinsunesdauer von m.f ist also 


2 g 

Daraus kann die Spannkraft ce die bei 
der Durchbiegung der Feder f um lem aul 
trılt. berechnet werden 


j 
PR rm N nd 
/ un ) - = ee |. 2 9 
C !, 
\Man 


dem Pendel 
wegung der Masse m relativ zu p. Als Zu 


Beobachter au! 
untersucht di Bi 


denkt sich nun den 


silzend und 


salzkräfte müssen bei der Relativbewesuns 

dıe Zentrilusalkraft Z mrw: und de CGorio 

[ 27 Li dz * a... 

liskraft U = mw heieefügt werden, wenn 
dt 

mw di augenbhickliche Winkelveschwindiskeil 


der Pend:lsechwingung bezeichnet. Die Rich 
tung «der Gorioliskraft fällt mt der Bahntan 
oente,. die der Zentrifugalkraft mt dem Halb 
messer zusammen. Da die Bewegungseleichun 
in radialer Richtun« r-Riehtung in Abb. 4 
aufgestellt werden soll. tritt die Coriolis 
kralt ın der nachfolgenden Gleichung nicht in 
.rscheinung, während die Zentrifugalkraft in 
voller Größe einzuselzen ist 
E 
m ah :Z—cı chi A: 
dt“ 


a 0 
u 





Abb. 3 Abb. 4 


lerner vorausgesetzt, dab x ver 
nachlässigbar klein ist gegen v, so daß der 
\bstand der Masse m vom Pendeldrenpunkt 
\ als zeitlich unveränderlich angesehen wer 


Ks wird 


den kann 
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d’x : t m 
m — = mr? — 9 x 
d?x Mr Ig \ 
- rw? — x 
at? l, 


Aus Gl. (4) folgt ferner: 


day V: 
w = : Y = gu COS —t. 
dt a ze 1, 


/ 
BR (y: ) ni 
vw sın —t > SIE 
ro] 1, 1, 


wobei die Voraussetzung gemacht ist, daß 
sich das Pendel zur Zeit £=0 in einer äußer- 
sten Lage also w, =0 befindet. Der größte 
Pendelausschlag ist mit go bezeichnet. Die 
Verbindung der Gleichungen 8 und 9 liefert: 


2 
d’x r r /s 4g ad 
— g9Y0* sin?(] ı) x (10). 
dt l- A l;- 
Zur weiteren Behandlung dieser Gleichung 
wird das zweile Glied in eine Fouriersche 
Reihe aufgelöst. Man erhält im Intervall 





q i gq . 
y: t=0 bis y: !=2n unter Weglassung 
r r 


der Glieder von höherer Ordnung: 


we / 
sin? (y° ') u Ge (2 ] e ) en. 
l; 2 2 l- 


Dies eingesetzt in Gl. (10) liefert die Diffe- 
ventialgleichung des Systems: 


d?x gar over /4 \ 
rt eu cos (] )- I. a2. 
d ı? 2 T; 2 l- l, 


r 


Wenn man die Betrachtung über eine volle 
Pendelschwingung hinaus ausdehnt, muß man 
beachten, daß zwar die Änderung des größ 
ten Ausschlags Ayo während einer Pendel- 
schwingung bei kleinem m  vernachläßigbar 
klein ist gegen g°%, daß aber diese kleinen 
Anderungen von go Sieh addieren und dab 
schließlich ihre Summe nicht mehr gegen go 
vernachlässigt werden darf. Die Gleichung (12) 
ist deshalb nur als Annäherung für die Be- 
wegung während einer Schwingung aufzu- 
fassen. 

Das 3. Glied der Gleich. (12) ist eine Kraft 

\ . st R /" 
von der Periodendauer T=2n 1 ’ Wenn 

29 

dieses Glied aus der Gleich. (12) fortgelassen 
wird, so erhält man die Gleichung für die 
Eigenschwingung der Anordnung m,f ohne 
Zentrilugalkraft, also nach Gleich. (5) eine 
Schwingung von der gleichen Periode 


i Il, h 
T—-?2n / . Die durch Gleich. (12) wieder- 


tg 

segebene Bewegung ist demnach eine Schwin- 
gung auf die im Rythmus der E'genschwin- 
gungszahl «eine period'sche Kraft einwirkt. 
Eine solche Erscheinung nennt man eine 
Resonanzschwingung, mit der bei fchlender 
Dämpfung ein steliges Anwachsen der größ- 
ten Ausschläge von m verbunden ist. 

Da die Gesamtenergie des Schaukelpendels, 
auf das von außen keine antreibende oder 
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bremsende Kraft einwirken soll, zeitlich gleich 
bleibt, muß der Ausschlag des Pendels in dem 
Maße abnehmen, wie der Ausschlag der Masse 
zunimmt. Die Energ'e geht von der Pendel- 
bewegung an die Schwingung der Masse auf 
dem Pendel stelig über. Da die periodische 
Kraft auf m in der Miltellage nach unten 
einwirkt, macht die freischwingende Masse auf 
dem Schaukelpendel eine Bewegung, die der 
des Schauklers auf der Schaukel entgegenge- 
setzt gerichtet ist: In den Endlagen bewegt 
sich die Masse dem Drehpunkt zu und in der 
Mittellage vom Drehpunkt fort; die Wirkung 
ist ebenfalls derjenigen enlgegengesetzt, die 
bei einer angetriebenen Schaukel beobachtet 
wird. Der Pendelausschlag nimmt ständig ab. 

Das Zusammenwirken der beiden Schwin- 
gungen kann an einer Ausführung nach Abb. 5 
untersucht werden, wenn man die Stromzu- 
führung (deren Zweck im nächsten Abschnitt 
besprochen wird), unterbricht: Man bindet 
zuerst die Masse m in der Führung: d fest; 
man beobachtet dann, daß das Pendel, das 
in einer Schneide e mit geringer Reibung ge- 
lagert ist, lange Zeit zum Ausschwingen nötig 
hat. Darauf läßt man mfrei schwingen und 
hat. Darauf läßt man m frei schwingen und 
stellt fest, daß die Ausschläge von m rasch 
zu- und infolgedessen die Ausschläge des Pen- 
dels rasch abnehmen. Um zu verhüten, daß 
die Masse schon nach wenigen Pendelschwin- 
gungen an den Begrenzungen in den Endlagen 

also bei d anstößt, kann man die Rei- 
bung in den Führungen so stark vergrößern, 
daß der Pendelausschlag nur bis zu einer 
beschränkten Größe anwächst. Die der Pendel- 
schwingung entzogene Energie wird dann in 
Reibung aul dem Pendel vernichtel. Man hat 


die einfachste aber allerdings cine wenid 
wirkungsvolle Vorrichlung, mit der man 
läslige Schwingungsbewegungen (2.3: .@e 


Schlingerbewegung auf Schiffen) dämpfen 
kann. Auf dem zu dämpfenden Pendel, also 
etwa auf dem Schiff, wird eine in senkrechter 
Richtung frei schwingende Masse m eingebaut, 
deren Eigenschwingungszahl gleich dem Dop- 
pelten der Schiffsschwingungszahl ist. Durch 
entsprechendes Festziehen der Führungslager d 
werden die Ausschläge von m auf das ge- 
wünschte Maß gebracht. Die Energie der 
Schlingerbewegung wird durch Reibung inner- 
halb des schwingenden Körpers (Schiffes) ver- 
nichtel. Auf dem gleichen Prinzip beruhen 
die in der Prax's üblichen Dämpfungen der 
Schiffsschlingerbewegungen, der Schlicksche 
Schiffskreisel und der Frahmsche Schlin- 
sertank. In beiden Fällen wird, wie beim 
Schaukelpendel, die Schlingerenergie durch 
Reibungskräfte innerhalb des Schiffes aufge- 
zehrt. Die Anordnung nach Abb. 5 habe ich 
mit Vorteil als Demonstralionsmodell für 
Dämpfungen von  Schiffsschlingerbewegungen 
in meiner Vorlesung über technische Schwin- 
gungslehre benützen können. 


Das Schaukelpendel mil Antrieb 
Das Schaukelpendel 


der Schwungmasse 
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kann mit elektrischem Antrieb versehen werden 
und sich selbst in Schwingung halten. Eine An- 
ordnung dieser 
Art ist in Abb. 5 
dargestellt. Die 
Schwungmasse 
besteht hier aus 
einem Eisenkern 





ı+ 


hängt und der in die 
Magnetspule 5 gezogen 
wird, sobald der Strom- 
kreis an der Kontakt- 
stelle A geschlossen 
wird. Das Schließen 
desStromkreises erfolgt 
durch ein federndes 
Kontaktstück in den 
beiden Endlagen des 
Pendels.. Die Eigen- 
schwingungszahl der 
Anordnung m, f ist 
gleich dem Doppelten 
derPendelschwingungs- 
zahl. Die Masse m wird 
in den Endlagen durch 
die magnetische Kraft 
im Rythmus dr Eigen- 
schwingungszahl nach 
unten gezogen und sie 
federt infolge der Feder- 
kraft in der Mittellage 
wieder nach oben zu- 
rück. Die Masse führt 
gleiche Bewegungen aus 
wie der Schaukler auf 
der Schaukel, und das 
Pendel wird durch diese 
Bewegungen in Gang 
gehalten. 

Die Anordnung ist 
eine zwar sehr unvoll- 
kommene, aber auch 
sehr einfache elektrische 
Kraftmaschine, in die 
| elektrischer Strom ein- 
geleitet und in der ki- 
netische Energie ge- 
wonnen wird. Der Wir- 
kungsgrad war bei 
den bisherigen Ausführungsformen gering, da 
durch den Strom eine Schwingung erzwungen 
werden muß, die der natürlichen Schwingung 
der Masse ohne Strom enligegengesetzt ge- 
richtet ist, wie die Betrachtung im voraus- 
gehenden Abschnitt zeigte. Die Anordnung 
kann aber mit Erfolg vor allem dort benutzt 
werden, wo der Wirkungsgrad «eine unterg«@ 
ordnete Rolle spielt, z. B. als Antrieb eines 
Pendels, mit dem unterbrochener Gleichstrom 
von ganz bestimmter und  gleichbleibender 
Periodendauer erzeugt werden kann. Sie kann 
ferner als Antrieb eines 'Sekundenpendels und 
























































Abb 5 


zur Betäligung der Zeitmarkierung bei Zeit- 
indikatoren Verwendung finden. 
Braunschweig. 0. Föppl. 109 


m, der an der Feder f 
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Die Hermannschen Schablonen zur 
harmonischen Analyse. Vor etwa 30 Jahren 
veröffentlichte der - Königsberger Physiologe 
und Mathematiker L. Hermann im 47. Bande 
von Pflügers Archiv für gesamte Physiologie 
(1890, S. 45 ff.) ein Verfahren zur harmonischen 
Analyse, das erst heute ins technische 
eindringt: denn ein Ingenieur hal 
legenheit, das Archiv für die gesamte Physiolo- 
gie des Menschen und der Tiere zu lesen: 
und wenn ein Phvsiologe oder gar Philologe 
die merkwürdigen Zeichen 


3UrOo 


selten Ge- 


“nh v n | 


[ oder 1 


rn 


E00 v—=( 


in einem  Aufsatze 
schnell weiter. 


erblickt. so blättert er 


Dabei ist das Verfahren, auf das mich 
Herr Prof. Panconcelli-CGalzia Ireund 
lichst aufmerksam gemacht hat, äußerst prak- 
tisch: es arbeilel mit einem Minimum an Rech 

















N 

u 
S 
ER 
er 


JELH-ERTE 















































4 























NZSTASUIIOR NIORONN | 


m. 0m 0" 

















7.002 00 00 Do 
EITTTDIEOT TIER. 




















vn | ug | 




















pi 

Ö 
In in m 
Em LI m) | 
EnnnER Agunn, zpal zen: 
3 184 | | I] 5 
ehren 
SEH en Dr 
Aion DB olon 
Auch Aue aio® 
11 [11277 | | | 7 _ 
Aa ea Ay Heil 




















Vorlagen zu den Schablonen 1-4. 


nungsvorgängen, vermeidel Vorzeichen - Über- 
lesungen und ist für jedermann verständlich. 
Die elegante Lösung schließt Fehler auch bei 
seringerer Aufmerksamkeit vollkommen aus. 
Die Schablonen arbeiten ebenso mechanisch 
wie ein Analysator.. Sie können dazu beitra- 
gen, daß man im technischen Büro weit mehr 


als bisher die harmonische Analyse durch 
billige Hilfskräfte vornehmen läßt. 
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Nurze Skizze des Verfahrens! 
Zunäch! möchte ich an Hand von 5 Ab 
bildlungen das Verfahren ganz kurz bs 
schreiben 
a Das Ilandwerkszeus 
a) Man zeichnel ein Linienblatt für die Ta 
belle A (s. Abb. 4 u. Abb.5. Blatt? 
») Nach Abb. 1 bis 3 Vorlagen zu den 
Schablonen werden auf gutem Pauspapier 
IN der (röße dles L.inienblitltes dıe 
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\bb. 2. Vorlagen zu den Schablonen 5-8. 
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Abb. 4. Muster zum Linienblatt. 
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jedem Intervall der Abszissenachse die Größe Nun treten bei einer Teilung des Kreisum- 
27:20 oder z:10 entspricht, so sind die ge- fanges in 20 gleiche Teile die Winkel 18°, 36°, 
suchten Beiwerte der harmonischen Reihe 54°, 72° und als ihre zwei- bis zehnfachen 
Vergrößerungen nur solche Winkel auf, die 
An = 0 (yı c0os maı =. . Yo COS Mao) sich von einem Vielfachen von 1800 wieder 
nur um 18, 36, 54 oder 72°” unterscheiden. Die 
bn = (yı sinma >... go Sin map). vier in c)a) angeführten Zahlen haben die 
10 ' Bedeutung: 
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0,95 = sin 72° = cos 18° = sin 1080 — — cos 162° . 
0,81 =sin 54° = cos 36° = sin 126° = — cos 144° . 
0,59=sin36° = cos 54’ =sin 144’ = — cos 126° . 
0,31=sin180=cos 729 sin 162° = — cos 108° Bi 
Will man also die Ausdrücke a, und db, bil- 
den (für m = 1 bis 10), so hat man nur die be- 


treffenden y-Werte mit je einer dieser Zahlen 
zu multiplizieren, bei der Zusammenfügung 
die Vorzeichen zu beachten und dann durch 
10 zu dividieren. Die „fetten und mageren 
Fenster” der Schablonen leisten in einfachster 
Weise die Aufteilung der Faktoren und Vor- 
zeichen auf die 20 Ordinaten. 
Selbstverständlich lassen sich Schablonen für 
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beliebig viele Ordinaten herstellen. Ich habe 
einen Salz von Schablonen für die ersten 18 
Harmonischen (für 36 Ordinaten, sowie für 72 
Ördinaten) hergestellt, und Frl. M. Hetsch, 
Vulean-Werke, IHlamburg, hat dazu (zur schnel- 
len Herstellung der »Tabelle A«) eine Multi- 
plikationstafel, enthaltend 17000 Produkte 
durch die Rechenmaschine gedreht. Daß die 
Vulecan-Werke die Schablonen so großzügig 
verwenden, beweist, daß sie praktisch sind; 
denn die WVulcan-Werke sind kein Institut 
[für angewandle Malhemalik, sondern wollen 
Dividende verteilen. 


Hamburg. W. Lohmann. 110 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr.-Ing. H. GRÖBER, Die Grundge- 
gesetze der Wärmeleitung und des 
Wärmeüberganges Berlin 1921, Verlag 
von Julius Springer. 2718. und 78 Textlfi- 
suren. 

Der erste Teil des Buches enthält die Be- 
rechnung zeitlich veränderlicher und zeitlich 
konstanter Temperaturfelder auf Grund der 
Fourierschen Theorie der Wärmeleiltung in 
[festen Körpern (ebene Platte, Kreiszylinder, 
Kugel, einseitig und allseitig unbegrenzter Kör- 
per). Bei der Zusammenstellung der mathe- 
matischen Ansälze schreibt der Verfasser 
(S.6 »Die nächstliesende Annahme über die 
Intensität der Wärmeströmung ist die, den 
Wärmefluß der ersten Potenz des Temperatur- 
gefälles proportional zu setzen und in der 
Tat ist diese Annahme bereits von Biot 
und Fourier semacht worden. Die Wahl 
des Exponenten Eins ist nicht gerade will- 
kürlich zu nennen, denn schon diese beiden 
Forscher haben versucht, sie theoretisch zu 
begründen; aber ihre Berechligung hat sich 
doch erst dadurch erwiesen, daß alle Folge- 
rungen aus ihr mit der Erfahrung überein- 
siimmen«. Nein die klassische Theorie 
der Wärmeleitlung gründet sich nicht auf die 
nächstliegende Annahme«., sondern auf die 
beobachtbare Tatsache, daß die Aus- 
sleichgeschwindigkeil (kleiner) Temperaturdif- 
[erenzen diesen Differenzen selbst proporlio- 
nal ist Durch diese sichere Grundlage ist 
die Theorie der Wärmeleitung vor den meisten 
anderen Theorien der mathematischen Physik 
ausgezeichnet und insbesondere von vornherein 
der Sorge überhoben, ihren Berechtligungsnach: 
weis erst nachträglich an Hand neuer Erfah- 
rung erbringen zu müssen. Nähere Ausfüh- 
rungen hierzu lese man nach in dem Buche 
von E. Mach: Die Prinzipien der Wärme- 
lehre (Leipzig 1896), das auch jedem Inge- 
nieur empfohlen sei, dem an klaren, un- 


beirrbaren Grundanschauungen gelegen ist. 
Die erforderlichen mathematischen Hilfsmit- 
tel (Entwicklungen nach trigonometrischen und 
Besselschen Funktionen, Fouriersche Inte- 
grale) werden an typischen Aufgaben über 
Wärmeleitung plausibel gemacht. Die eigent- 
liche Technik dieser Entwicklungen bei gra- 


phischen oder tabellarischen Ausgangsdaten er- 
ledigt der Verfasser durch einen Hinweis auf 
die »Hülte«: ich fürchte mit dem Erfolg, daß 
man auf dem technischen Bureau alle Berech- 
nungen des Verlassers als viel zu langwierig 
ablehnen wird. Wenn man in der Praxis die 
Vereinigung empirisch-technischer und mathe- 
malisch-physikalischer Methoden fördern will, 
muß man unermüdlich sein in der Demonstra- 
tion der Methoden der praktischen Analysis; 
also hier mindestens erwähnen: Das sehr 
brauchbare Verfahren von Hermann zur 
harmonischen Analyse (vergl. Vox, Zentral- 
blatt f. exper. Phonetik, 1921); den verhällnis- 
mäßig wohlfeilen Analysalor von O. Mader 
vergl. Inserat von Gebr. Stärzl, diese Zeitschr. 
1921, Heft 4). Als Abschluß des ersten Teiles 
seines Buches bringt der Verfasser das Ähn- 
lichkeitsprinzip, benutzt es aber an dieser 
Stelle nur a!s Erklärung dafür, daß 'die Resul- 
tate über Wärmeleitung in festen Körpern sich 
durch Funktionen gewisser dimensions!oser 
Parame'er übersichtlich zusammenfassen lassen. 
Ein Buch für die Praxis, das mehr sein will als 
ein verflachter Abdruck eines Buches für theo- 
relische Physiker, muß meiner Meinung nach 
Aufgaben bringen, die folgenden Gesichtispunki 
beherzigen: Der berufstälige Ingenieur ist mei- 
stens nicht in der glücklichen Lage, bei Vor- 
anschlägen auf Laboraloriumsversuche zurück- 
greifen zu können. Für ihn ist Vergleichs- 
objekt eine ähnliche, bewährte Ausführung, 
die auf andere Verhältnisse und Anforderun- 
gen umdimensioniert werden muß. Dabei kann 
ihm das Ähnlichkeilsprinzip ein sicherer Füh- 
rer sein — wenn er sich an Beispielen ge- 
nügend geübt hat, die Natur richtig zu zer- 
schneiden und wieder zusammenzubauen. 
Im zweilen Teile seines Buches behandelt 
der Verfasser Wärmeleilung und -übergang in 
Flüssigkeiten und Gasen. Nach einer ausführ- 
lichen Ableitung der Differentialgleichungen 
für Reibungsströmungen und für das Tem- 
peralurfeld in diesen werden Wärmeleitungs- 
probleme für geordnele Strömungen in geraden 
und gekrümmten Rohren verschiedener Quer- 
schniltsformen unter weitgehender Verwendung 
von Ähnlichkeitsbetrachtungen durchgerechnet. 
Die Darstellung schließt sich an die diesbe- 
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züglichen Arbeiten von Nusselt an. Als 
Ergänzung zu den sehr kurz gehaltenen An- 
deutungen über turbulente Strömungen sei ver- 
wiesen auf die Arbeit von Latzko (diese 
Zeilschr. Bd. 1, S. 268). Der letzte Abschnitt 
ist der »freien Abkühlung« eines Körpers ge- 
widmel. Der Verfasser meint damit die sta- 
tionäre Wärmeabfuhr von einem festen Kör- 
per, (der wärmer ist als seine im ganzen 
ruhende gasförmige Umgebung und der auf 
konstanter Temperatur erhalten wird. 

Das Buch stellt einen zu begrüßenden Bei 
(rag dar, den Weg zur weiteren Vertiefung 
technischer Berechnungsmelhoden zu ebnen und 
kann jedem Wärmeingenieur empfohlen wer- 
den. Sein praktischer Wert wird sehr gestei- 
gert durch zahlreiche Kurven und Tabellen, 
aus denen dank konsequenter Anwendung des 
Ähnlichkeitlsprinzips die Lösungen vieler Auf- 
gaben ohne Rechnung abgegriffen werden 


können. Ich habe die mitgeteilten Tabellen 


g 
nachgerechnet und numerisch einwandfrei ge- 
funden. 137 


Warnemünde. Dezember 1921. 
E. Pohlhausen. 


H. G. BADER, Dr.-Ing., Grundlagen der 
Flugtechnik. Entwerfen und Be- 
rechnen von Flugzeugen. Mit 47 Fi- 
guren im Text. B. G. Teubner, Leipzig "und 
Berlin 1920. VIII --194S. 

Der Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt. 
alle Rechnungsvorgänge, die bei Untersuchung 
eines Flugzeuges auftrelen, mit Ausschluß ‘der 
reinen  Festigkeilsberechnungen. darzulegen. 
Das Buch wendet sich in ‘erster Linie an Flug- 
zeugkonstrukteure, die über den Aufbau und 
die wesentlichen Teile des Flugzeugs genau 
Bescheid wissen und die mathematischen Hilfs- 
mittel, wie sie etwa der Ausbildung eines 
Ingenieurs an einer technischen Hochschule 
entsprechen, mit Sicherheit beherrschen. Die 
Ausführungen beginnen naturgemäß mit der 
Berechnung des Widerstandes und Auftriebs 
von Tragflächen und gelangen von hier aus 
unler Heranziehung der notwendigen Über- 
lesungen über Luftschrauben und Moloren zur 
Berechnung der Flugleistungen, die dann ein- 
gehend erörtert werden. Hierauf folgt die 
Theorie des sogenannten Momenten - Aus- 
sleichs, nämlich die Berechnung der Schwer- 
punktsverhältnisse und der Höhensteuerung, 
sodann «eine ausführliche Darstellung der 
Längs- und Querbewegungen eines Flugzeuges 
aufgrund der dynamischen Gleichungen. Nach 
einem kurzen Abschnitt über Anlauf und Lan- 
dung gipfelt das Buch in einem sorgfältig 
durchgeführten »Muster «iner Flugzeugberech- 
nung«, das alle in dem Buch vorgetragenen 
Rechnungsergebnisse verwertet und dem noch 
eine besondere Zusammenfassung des ganzen 
Inhalts angefügt ist. 

Das Ziel, das dem Verfasser vorgeschwebt 
hat, ist ein sehr hohes und bei dem gegen- 
wärtigen Stand der flugtechnischen Mechanik 
kaum erreichbares. Liegen doch in den ein- 
zelnen Teilfragen, z. B. in der 'hydrodynami- 
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schen Theorie des Auftriebs oder in der 
allgemeinen Dynamik der Flugzeugbewegun- 
gen, vom Standpunkt der praktischen /An- 
wendung aus gesehen, kaum mehr als erste 
Ansätze vor. Niemand wird dem Verfasser 
die Anerkennung muligen Beginnens versagen, 
der alle diese Ansälze soweit durchzuarbeiten 
unternahm, bis sich aus ihnen unmittelbar prak- 
tisch verweribare Ergebnisse gewinnen lassen. 
Daß ihm in allen Fällen gelungen sei, dieses 
Ziel auch nur annähernd zu erreichen, wird 
er selbst nicht annehmen. Auch hat er gewiß 
mit Bewußlsein die äußerst knappe formel- 
mäßige Darstellung gewählt, die dem Kon- 
strukteur den Gebrauch des Buches nicht 
leicht machen wird; wohl deshalb, um den 
Umfang des Buches nicht allzu groß werden 
zu lassen. Es kann aber hier nicht uner- 
wähnt bleiben, daß in vielen Punklen, nament- 
lich in mathemalischer Hinsicht, Unzuläng- 
länglichkeiten in Erscheinung treten, die durch 
die angeführten, in den Verhältnissen be- 
gründeten Schwierigkeiten nicht genügend zu 
entschuldigen sind. So ist etwa, um ein Bei- 
spiel zu erwähnen, der Grundgedanke der hy- 
drodynamischen Auftriebsbereehnung gleich zu 
Besinn ziemlich ungenau wiedergegeben. Ähn- 
lich verhält es sich mit der Darstellung der 
Grundlagen der Flugzeugdynamik im 5. Kapitel. 
Noch mehr staunt der Leser über den in der 
Einleitung stehenden, mehrfach unrichtigen 
Salz, der auf die Behandlung der Stabilitäts- 
fragen hinweist, daß »Gleichungen höheren 
als dritllen Grades exakt nicht lösbar seien« 
und das, was dann dazu näher ausgeführt 
wird. 

Diese Ausstellungen sollen aber nicht den 
Eindruck verwischen, daß das ganze Buch 
eine sehr dankenswerte und originelle Lei- 
stung bedeutet. Es gibt jedenfalls weder in 
der deutschen noch in der ‚ausländischen 
Literalur der Flugtechnik ein Werk, das sich 
so allseitig mil den verschiedenen, zum Teil 
recht schwierigen und, wie schon erwähnt, 
noch sehr unentwickelten Theorien der ein- 
zelnen Flugzeugprobleme beschäftigt. Sowohl 
der Praktiker, der mil der Vorbereitung oder 
Konstruktion neuer Flugzeugtypen beschäftigt 
ist, wie der Forscher, der in experimenteller 
oder theoretischer Richtung die vorhandenen 
Ansätze weiter entwickeln will, wird mit Vor- 
teil die in dem Buch ‚geboltene Darstellung 
benutzen. 
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L. GEUSEN, Die Eisenkonstruktionen, 
ein Lehrbuch für Schule und Zeichentisch, 
nebst einem Anhang mit Zahlentafeln zum Ge- 
brauch beim Berechnen und Entwerfen eiser- 
ner Bauwerke. Dritte verbesserte Auflage, Ber- 
lin, Springer 1921, 282. 

Das Buch bespricht in engem Rahmen die we- 
sentlichsten Verwendungsarlen des Eisenbaues. 
Der Stoff ist in drei "Abschnitte unterteilt, die 
der Reihe nach die Konstruktionsgrundlagen, 
die Hochbaukonstruktionen und den Brücken- 
bau behandeln. Vor Eingehen auf die konstruk- 
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live Ausbildung wird immer erst das Rech- 
nungsverlahren vorausseschickt, wobei sich der 
Verfasser ‘auf elementare Hilfsmittel beschränkt 
Das IHauptgewicht wird und das ist eben 
ein Vorzug des Buches auf die sorgfältige 
zeiehnerische Durchbildung der Konstruktions 
elemente gelegt, wodurch es zweifellos jedem 
ermöglicht wird, sich auch bei Konstruktionen 
\nlage 
werden 


zurecht zu finden, die der ganzen 


nach nicht unmittelbar untersuch! 
konnten 
In den konstruklionsgrundlagen, 


d.ı ın den allgemeinen Hrörterungen, di 
nahezu die Hälfte des Buches bilden, werden 
die bei Bauten benutzten Eisensorlen, die Ver 
binedungsmillel Niıele und Schrauben), voll 
windige  Balkenträger und 
betrachtel Den 


Untersuchung über den 


Dreigelenkbogen 
achwerkträgern geht eine 
\ufbau von ebenen 
und Raumfachwerken voraus, die rech! zweck 
mäßige sein wird Die Unterscheidung des 
Verfassers in EINE achwerke, bei denen 
die Stäbe oelenkig aneinander oeschlossen sind 
und im semtschler, bei denen einzelne oder 
auch alle Knolenpunklte biegungsfest ausge- 
bildet sind, wäre aber nicht erforderlich. Ein 
achwerk ist ein System von Stäben, die ge 
lenkige miteinander verbunden sind: bei slei 
Ien Anschlüssen nennt man das Gebilde ein 
steifes Fachwerk bzw. ein Rahmentragwerk. Es 
soll hier auch darauf hingewiesen werden, dab 
ein einfaches, elemenlares Krilerium der Stabi 
lılat von ebenen HFührungsringsen der Raum 
Iachwerke ım sogenannten »Plan der gedrehlen 
(eschwindigkeilen zur \Verlügung stehl \n 
diese mehr theorelischen Ausführungen schließ 
sich die Konstruktion verschiedenarliser Kno 
ndlich komm 


das wichtigste Konslruktionsglied, die Säule 


tenpunkte, sowie der Lager 
l.ingeschossige, sowie durch mehrere Stock- 
werke hindurcheehende Säulen aus Gußeisen 
und Flußeisen werden eingehend behandelt 

Im zweiten Abschnitt, der den Hochbau- 
konstruklionen gewidmet ist, werden Be- 
rechnung und Konstruktion von Decken, Dä- 
chern, Fachwerkwänden und Treppen gezeigt. 
Von den Bindern konnte nur das Polonceau 
system Aufnahme finden, dessen Verwendung 
auch in Holz— Eisen erläutert wırd: alle an- 
deren PBauleile sind genau dargestellt. 

Der letzte Abschnitt behandelt Eisenbahn- 
und Straßenbrücken Die Berechnung und 
Konstruktion der Elemente, nämlich der 
Fahrbahntafel, bzw. auch der Fahrbahndecke. 
der L.ängsträger, Querlträger, des Wiınd- und 
(Q)uerverbandes, der Konsolen und Lager, wird 
sründlich untersucht. Bezüglich der Haup!- 
träger mußle wieder eine Einschränkung au! 
Balkenbrücken vorgenommen werden 

In einem Anhang befinden sıch Zahlentafeln 
mit Angaben über Eigengewichle, Belastungen, 
die zulässige Inanspruchnahme, Trägheitsmo- 
mente von Normalproflilen und Stehblechen 
usw., die für den rechnenden Ingenieur von 
Vorteil sind 

ls ist selbstverständlich, daß das gesamte 
(ebiet der Eisenkonstruklionen - hier nicht er- 
vorgeführt werden konnte Man 


schöpfend 
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muß aber zugesltehen, daß der Verfasser bei 
der Stolfauswahl überaus geschickt vorgegan- 
ven ist Schön ausgeführte Figuren unter- 
stützen in recht günstiger Weise. Das Buch, das 
nach der Art seiner Darstellung für mittlere 
technische Schulen geeignet ist, kann auch 
den Studierenden Technischer Hochschulen, 
sowie dem ausführenden Fisenkonstruktions- 
ingenieur bestens empfohlen werden 
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Dr. LUDWIG BIEBERBACH, o. ö. Prof. 
an der Friedrich-Wilhelms-Universitäl in Ber- 
lin. Lehrbuch der Funklionenlheorie., 
Band | Klemente der Funklionen 
Iheorie Mit 80 Figuren im Text. DB. G. 
leubner, Leipzig und Berlin 1921. VI--914S 

Bei der großen Bedeulung, welche die Theo- 
nie der Funktionen komplexen Argumenles 
[ür die angewandle Malhemalik hal ich 
erinnere an ihre direkte Bedeutung für die 
IIvdromechanik, die Elastizilälstheorie u. Aa., 
an ihre indirekte. aber nicht weniger wich- 
live für das tiefere Verständnis der meisten 
\lelhoden, die irgendwelche Differentialglei- 
chungen zu behandeln gestalten werden 
sich die Leser dieser Zeitschrift gewiß für 
ein neues Lehrbuch der Funklionentheorie ın 
leressieren, dessen erster Band hiermit ange- 
zeiol sei 

Das Buch ist von einem reinen Mallhema- 
iiker für reine Mathematiker geschrieben. Das 
bedeutet negativ den Fortfall aller Anwendun- 
sen, posiliv die Verpflichtung den Leser 
vollständig über die w.senllichen Züge der 
Theorie aufzuklären und sie ihn verstehen 
zu lehren Hat der Verfasser dieses selbst- 
oesleckte Ziel erreicht? Ehe wir die Frage 
müssen wir Aufklä- 
Die Hunklionentheorie befindet 
lebhaften Entwick- 


beantworten, folgende 
rung soeben. 
sich heute in einer 
lung. Einmal zeigt sie eine slarke Triebkraft 
nach außen; die Menge der neuen Entdeckun- 
ven ist schon nurmehr schwer zu übersehen. 
Dann aber befindet sie sich innerlich in einer 
Krise: Der Gegensalz der alten anschaulichen 
Riemann-Gauchvschen Funklionentheorie 
und der neueren strengen arithmetischen 
Weierstraßschen Theorie muß  ausge- 
kämpft und zu einer höheren Einheil geführt 
werden Beiden Umständen mußte der Ver- 
lasser gerecht werden, wenn er sein Ziel er- 
reichen wollte. 

Was den zweiten Gesichlspunkt angeht, so 
slaube ich, sagen zu dürfen, daß das Buch 
wirklich eine glückliche Synthese Riemann- 
Cauchyscher und Weierstraßscher Me- 
Ihoden und Gedanken darstellt. Beide werden 
dla angewandt, wo sie am Platze sind und stül- 
zen sich gegenseilig, so daß ein nach heutigen 
Begrillen strenger Aufbau der Funktionenlheo- 
rie erreicht wird. Bemerkenswert ist, daß 
dabei schwierige, tirfliegende Sälze aus der 
Theorie der Punktmengen nicht angewendel 
werden, z. B. der Jordansche Kurvensatz. 
Der Verlasser kommt mit relativ einfachen 
Ilüllsmilleln aus. Der Gang ist ein durchaus 
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geometrischen (1e- 
danken stehen im Vordergrund \ber die An 
sehauung dient zwar als Leilseil der Vor 


anschaulicher. die alten 


stellungen, doch nicht als Ersatz für malhe 
malische Schlüsse 
das Buch streng und doch der Vorstellunes 


Dieser Umstand mach!l 


kraft zueänelich. Kine ın dieser Richlune 
liegend: Besonderheit des Buches ist z h 
7 
dz 
lolvende In 2 = wırd rein armthmelisch 


« 


srundlich studiert, die Resultate werden dann 
seometrisch formuliert (zZ. B. mit ihrer Hilfe 
S. 79 der Beerillf des n-lachen Umlaufes er 
klärt Damit nun kann man die CGauchx 
sche Integrallormel streng beweisen. ohne au 


die Anschauung  zurückgreilen zu MÜSSEN 

Durch die konforme Abbildung w In (Z 2 
| rDdg 

wird aus — das leicht übersehbare 
(2 -+e") dw. Die Cauchvysche Formel be 


w 


hält so auch in einer srengen Theorie ihre 
zentrale Stelle. Neu und sicher ein Fortschritt 
ist auch die Einführung des Begriffes der 
singulären Stelle in St des 8. Kapitels, aul 
das überhaupt hinzuweisen ist. Ilhier zeigen 
die Weierstraßschen Melhoden der Potenz 
reihe und der analylischen Fortsetzung ihr 
Bedeulung Sie beeründen 
erst die Anschauungen, von 
denen man I[rüher ausgeing Wie in alten 


ausschlaggebende 


somelrischen 


Büchern laufen auch ın diesem neuen geome 
Irische Anschauung und Analysis Hand au 
land: nur war [früher die Geometrie Beweis 
srund, jetzt ist sie Veranschaulichung, die sollst 
der Begründung bedarl Die Beweislast fällt 
einzig der Aritlhmelik und Analysis zu 

Was den anderen Punkt. die Vollstländigkeil 
im Hinblick auf die heulige Ausdehnung der 
Funktionentheorie angeht, so wird man ers! 
endgültig urteilen können, wenn das ganze Werk 
fertig vorlieg! Aber ich glaube immerhin 
so viel sagen zu können, daß die heule meis! 
sebrauchten Hilfsmittel schon alle ım ersten 
Bande enthallen sind Ich nannte oben die 
CGauchysche Intregralformel, die mil dem 
zugehörigen Komplex von Betrachlungen ım 
Mittelpunkt steht: ich nannte schon die 
Weierstraßsche Theorie der Polenzreihen 
und der analytischen Forlsotzung. Der Begrili 
des Gebietes und der Riemannschen Fläche 
wird in der obengeschilderten arithmelischen. 
doch  stels vom  Geomelrischen begleiteten 
Weise für den Anfang ausreichend entwickelt 
\lan findet weiter außer den bekannten ele- 
mentaren Funktionen einen kurzen Abrib der 
elliptischen Funktionen und Integrale sowie 
der I/-Funktion. An wichligen Sälzen nenne 
ich den Abelschen Grenzwerlsalz, den Satz 
von Rouche, den Weierstraßschen und 
den Vitalischen Doppelreihensatz, den Weier- 
straßschen Vorbereilungssatz, seinen Pro:«dukl- 
entwicklungssatz sowie die Sätze von Millag- 


Lefifler und Runge. An Einzelheiten. die 
sich gerade der praklische Rechner gerne no 


lieren wird. weil er sie nicht überall in Lehr- 
büchern der Funktionenlheorie Findet. bemerke 
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ich die Theorie der Bernouillischen Zahlen. 
die Partialbruch- und Produklzerlesung von 


1 S i 
und ‚ die Auflösung der Kepler- 


cos & sin & 

schen Gleichung, die E ulersche Summenformel. 
die Stirlinesche Formel Das Buch bereitet 
also recht wohl auf das Spezialstudium der 
"unktionenlheorie vor und enthält weiter ein« 
Reihe nützlicher Einzelheiten. die Leser dieser 
Zeitschrift sern nachschlagen werden, zumal 
ein auslührliches Inhaltsverzeichnis sowie ein 
Suchrepisler die Orienlierung erleichter! 


Die Leser dieser Zeitschrilt werden aber 
serne noch ceıne weilere Frage beanlworlel 
wissen. Kann man das Buch lesen? Dabei 
soll es faßlıich sein, also möglıchst wenig Vor 
kenntnisse vorausselzen verlangt der Ver 
lasser von seinem Buche In der Tat wird 
wenig zum Verständnis des Buches voraus 
oesetzl .s genugen vollständig die Vorkenn! 
nisse, die man sich elwa in einer einleitenden 
Vorlesung über Differential- und Integralrech 
nung erwerben kann Die Theorie der kom 
plexen Zahlen wird von Anfang an entwickelt, 
das Prinzip der Intervallschachtelung sowie das 
allgemeine Konvergenzprinzip Kurz dargestellt, 
sogar der Degrilf des Häufungswerles erklärt 
Insofern venügt also das Buch der selbste« 
stelllen Forderung an Faßlichkeit. Aber damil 
erschöpfl sich wohl der Besoriff der Faßlich 
keit nicht und das Wörlchen also in obi- 
sem Zilal ist das erste, das ich in dem Buch 
zu bekämpfen habe. Zur Faßlichkeit gehört 
wohl auch noch eine klare. übersichtliche. 
den Leser anregende Darstellungsweise Ich 
kann nun aber auch nach dieser Seite die 
oben gestellte Fra nach der Lesbarkeit des 


a 
Buches mit Freude bejahen. Schon die hervor 
sehobene Parallelität von Anschauung und 
arıtlhmelischer Besründung erleichtert! das Ver- 
ständnis: hat die letztere die Vorhand in des 
Beweisführung,. so bekommt die erstere vom 
\erlasser den gebührenden Vorrang in deı 
Darstellung von Sinn umd Zusammenhang der 
Salze Auch die älteren. unzulänglichen Be 
weise werden kurz gestreift. was immerhin zur 
.rweckung und Anregung der Vorstellungskrall 
nützlich ist Besonders angenehm habe ich 
es empfunden, daß die abstrakten Kapitel 
keine Häufungsstellen im Endlichen haben: 
hat sıch der Leser durch ein solches, das 
meist nur wenige Seiten umfaßt. durchge- 
arbeitet. so belohnt ihn eine reiche Ausbeute 
an konkreten Resultaten, eleganten analy- 
tischen oder geomelrischen Formulierungen 
Der Verfasser versteht es. den Leser nicht 
zu ermüden Und auch das scheint mir eine 
sehr gute Eigenschaft dieses schönen. warm 
zu emplehblenden Buches zu sein 

Darf ich außer dem »also« noch einen klei 
nen Riesel nennen, an dem ich mich gestoßen 
habe?’ Der Verfasser verschmäht das schöne 


Weierstraßsche Zeichen für die p-Funktion, 


Oder hal der Drucker des Buches es eben- 
sowenig wie der Drucker dieser Zeitschrift? 
Bei der Knappheil an verwendbaren Buch- 
staben sollte man für jede brauchbare Neu- 


ER 


u. — Er } Bra pe Er nn: n wre 


mm. - 


vn nn ee 


- 


nen 


In rg 
Pr7P 222 


Er, 
979 
F 


> 








160 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik 


erfindung dankbar sein und sie ja benutzen! 
Wie viel besser wäre es, wir hätlen für i,rn, e 
ebenfalls stilisierte Zeichen! Möge also das 
Buch Bieberbachs, das sicher in vielen 
Händen zu finden sein wird, nicht der An- 





Band 2 





laß zum Vergessen des p-Zeichens sein! Es 
wäre schade darum. 


Berlin, den 11. Februar 1922. 
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NACHRICHTEN 


Versammlung in Leipzig September 1922. 
In der Zeit vom 18. bis 21. September ds. Js 
findet in Leipzig die 87. Versammlung Deutscher 
Naturforscher und Ärzle, zugleich die Hun- 
derljahrfeier der Gesellschaft statt. Nach den 
ım Vorjahre in Jena gelaßten Beschlüssen 
(vergl. diese Zeitschrift Band 1, 1921, S.420 
soll im Rahmen dieser Versammlung und zwar 
in der Abteilung 1 (Malhemaltik, angewandte 
Malhemalik, Geodäsie und Astronomie; in Ge 
meinschaft mit der deutschen Malhematliker- 
vereinigung) und Abteilung 3 (Technische Phy- 
sik und Elektrotechnik; in Gemeinschaft mit 


ZUSCHRIFTEN AN 


Berechnung der S$chubspannungen im 
gebogenen Balken. Zum Aufsatz des Hrn. 
Nemenyi, Bd.1, 1921, S.89-96 erlaube ich 
mir lolgendes zu bemerken. 

Bei der Berechnung der Schubspannungen 
im gebogenen Balken wende ich seit langer 
Zeit eine Methode ant!), die derjenigen des 
Hrn. P. Nemenyi ähnlich ist. Wenn ich 
die Bezeichnungen von P. Nemenyi nehme, 
so lassen sich die Schubspannungen folgen- 
dermaßen darstellen 

OF OF 

Tyı = — —-— C(m+1)y’+f(); m. = (1), 

dx 'y 


wo /(x) eine noch zu bestimmende Funklion 


von x allein ist. Die Kompalibilitätsbedin- 
gungen in Betracht genommen, erhalten wir 
für die Spannungsfunktion F nachstehende 


partielle Differentialgleichungen 
2@Ff=—-2Cıe+f (a) +D... (2). 

Wo D eine Konstanle bezeichnet, die so 
zu bestimmen ist, daß das entsprechende Tor- 
sionsmoment gleich Null wird. Im Falle eines 
in bezug auf die y-Axe symmetrischen Quer- 
schnittes wird 

D= 

Die Randbedingung läßt sich dann in sol- 

cher Form darstellen 
OF ’ 2 P Or / 
= [- C(m+V)y?’ + f(a) 9 
( 


(8 18 


Besonders einfach läßt sich die Aufgabe in 
dem Falle lösen, daß man die rechte Seile 
der Gleichung (3) durch geeignete Auswahl 
der Funktion f(x) gleich Null machen kann. 


!) Siehe Berichte des Wegebauinstitutes, Peters- 
burg 1913 und mein Lehrbuch der Elastizitäts- 
theorie, Bd. I, Petersburg 1914. FEinige Aufraben 


sind auch in meinem Artikel, der in Proe. of 
Lond. Math. Soe. erscheinen wird, gelöst. 


der Gesellschaft für technische Physik) das 
Fachgebiet der angewandten Mathematik und 
Mechanik in ausgiebiger Weise vertreten wer- 
den. Die deutsche Mathematikervereinigung 
stellt den Freilag, 22. September, den ange- 
wandten Mathematikern zur Verfügung. Anmel- 
dungen zu Vorträgen nehmen Prof. Prandtl, 
Göttingen, Prof. Reissner, Charlottenburg 
und der Herausgeber entgegen. Da Ende Juni 
die Tagesordnung der Versammlung in Druck 
gelegt werden soll, ist recht baldige An- 
meldung erforderlich. 


DEN HERAUSGEBER 


Dann wird am Rande F==const. und wir 
haben die Aufgabe über das Gleichgewicht 
einer gleichmäßig gespannten am Rande be- 
lestigten Membrane zu lösen, auf die ein ver- 
teilter, durch die rechte Seite der Gleichung 
2) dargestellter Druck wirkt. 

Im Falle eines elliptischen Querschnittes 


nehmen wir an 
e? 
/(«)=(m-+ 1) 06? (' - 3) 
a 
Dementsprechend wird die Gleichung (2 


ns p? 1 
PF=—2C0(m-+1)e ar 
@ m + 1 
Die Funktion F wird durch die Gleichge- 
wichtsfläche einer Membran dargestellt, die 
am Rande befestigt und der Wirkung des ver- 


Zu b? 1 
teilten Druckes 2U(m+1)ı ( Gay — ) 
a m + 1 


unterworfen ist. 

Ähnliches Resultat bekommen wir auch im 
alle eines rechteckigen Querschniltes <= a, 
y=-+b, wenn wir für f(x) eine Konstante 
C(m + 1) b? nehmen. 

Sehr einfach kann man die Aufgabe auch 
im Falle des Grashofschen Querschnittes 
erledigen. 

Im Falle des Querschnittes, der von zwei 
Geraden x=—a und von dem Kreise 
+? —r?—=0; [r>a] begrenzt ist, nehmen 
wir 

/(a)=(C(km+1) (r — 2). 

In allen diesen Fällen wird die Aufgabe auf 
die Aufsuchung der Gleichgewichtsform einer 
am Rande befestigen, dem verleilten Drucke 
unterworfenen Membran zurückgeführt. Diese 
kann man am einfachsten durch die Anwen- 
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dung der wollbekannten Rayleigh-Ritz- 
Methode lösen. 
Wir wollen F in der Form 


F=m--a,y, gg - 
annehmen, wo 5, Ws, .. die Randbedingun 
ven befriedigende Funktionen sind und die 
Koelfizienlen ag, @y (es, so zu wählen sind 
dab «das Integral 


N (2) . (55) 


F| 2UCz-+/'’(a) DI‘ dady 


ein Minimum wird. 

Auf solche Weise haben wir zum Beispiel im 
alle eines Rechteckes die komplizierten Aus- 
drücke für die Spannungskomponenten 7. und 
"y: durch einfache Nährungsformeln ersetzt. 
Dabei haben wir gezeigt, daß die bekannte 
Ss. Venantsche Tabelle für die Komponente 
Tys Im Zentrum eines rechleckigen Querschnit- 


E - a en . » 
(es Fehler enthält, die bi— = 4 cirka 16%, 


belragen. 
Agram, den 13. Juli 1921. 
Ss. Timoschenko. 103 


Erwiderung. Die in russischer Sprache 
erschienenen, auf das Biegungsproblem be 
zuglichen Schrilten von IIrn. Timoschenko 
waren mir zur Zeit der Veröffentlichung mei- 
ner Arbeit unbekannt, ebenso auch der in 
Druck befindliche englische Aufsatz, so daß 
ich die Timoschenkoschen Untersuchungen 
nicht berücksichtigen konnte. Die russischen 
Schrilten sind mir, auch nachdem ich aus 
obenstehender  Zuschrift des Hrn. Timo- 
schenko Kenntnis von ihnen erhalten habe. 
unzugänglich geblieben; sobald «der englische 
Aufsatz erscheint, beabsichlige ich die prak- 
lische Brauchbarkeit und  Leislungsfähigkeit 
der Timoschenkoschen Ansätze mit der 
meiner Ansätze Fr und Fr an Hand von 
Beispielen vergleichend zu untersuchen. 
Vorläufig beschränke ich mich auf die Be- 
merkung, daß auch die Timoschenkosche 
Spannungsfunktion ein Sonderfall meiner all 
gemeinen Spannungslunktion Fist und daß sich 
das RKilzsche Verfahren auch bei der Zu- 
srundelegung meiner Ansälze zweckmäßig zur 
l,ösung heranziehen läßt. 


Stellin. P. Nemenyi. 105a. 


Zur Einführung 
einer einheitlichen Vektorschreibweise. 


I. Allvemeine Vorbemerkungen. 

Zu den Band 1. 1921. Seite 421 bis 422 
veröffentlichten Vorschlägen des AEIl (Aus- 
schuß für Einheiten und lormelzeichen) für 
die Vereinheitlichung der Vektorbezeichnun 
sen seien mir als dem Mitglied 
[rüherer Kommissionen für denselben Zweck 
die folgenden Bemerkunsen gestattet. Die erste 
Kommission wurde, wie ich kurz bemerken 


zweier 
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will, auf Grund eines Referates von mir!) 1903 
von der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
eingesetzt. Sie ist daran gescheitert, daB von 
bestimmlier Seite die Graßmannsche Auf 
lassung, die die Operationen vom Ges chls 
punkt ihrer Invarianz gegen alfıne Trans 
'ormaltionen belrachtel,. als die allein logısch 
zulässige erklärt und die Veklor-Analysis der 
Phvsiser allen Gegenvorstellungen zum Trotz 
[für innerlich verfehlt erklärt wurde). Di 
zweite Kommission war s#eine internationale 
sie wurde auf dem MathemalikerkongreßB in 
Rom «eingesetzt und hatte in Cambridge ein« 
vorbereitende Sitzung; der Krieg verhindert: 
dann ihre Weiterarbeit, d.e allerdings infolge 
der Stellunsenahme der Italiener auch unter 
keinem günstigen Stern gestanden halte 
Is ist unter allen Umständen verdienstvoll 
daß der AEF jetzt die besonders für den 
Unterricht recht wichtige Angelegenheit aul 
segriffen hat. \llerdines kann das, was er 
festselzen will, voraussichllich wchts Endgül 
tises sein, denn mit der Zet muß hier doch 
die inlernalionale Regelung kommen. Dieser 
Umsland muß uns umso mehr veranlassen 
schon jetzt die Angelegenheit mit möglichster 
Gründlichkeit durchzuarbeiten und ein Systen 
zu wählen, das auf spätere internationale An 
nahme Aussicht hal Auch wäre zu über- 
legen, ob man sich nicht jetzt schon der Mit 
arbeit der belreundelen Neutralen versichern 
soll. \uf Ilberrn J. A. Schouten in Delft 
Ilolland), einen der kenner. des im 
kede stehenden Gebieles, möchle ich besonders 


erslien 


hingewiesen haben !) 

Bei der einzuführenden Schreibweise wird 
man, wenn schon die Vereinbarungen 
sich zweckmäßigerweise aul die wichtigsten 
überull vorkommenden Dinge beschränken 
werden, doch sehr darauf bedacht sein müs 
sen, daß man der Verfeinerung und der Fort 
bildung der Vektoranalysis, sci es nach Seile 
der Alfinor(Tensor)-Analysis, sei es nach der 
der vierdimensionalenVektoranalyss Relalivi 
tälsthieorie) durch die wetroffenen HFeslselzun 
sen keine Schwierigkeiten in den Weg legt. 
Ich erwähne, daß ich in der helativitätstheorie 


I, Ueber eine einheitliche B: zeiehnungsweise der 
Vektorenrechnungz im technischen und pbysikali- 
sehen Untcırieht. Jahresbericht der deutschen 
Mathematikervereivigung 1904, S. 36. 

°) Vergl. R. Melımke, Vergleiche zwischen (der 
Vektor-Analysis amerikanischer Richtung und («der 
jenieen deutsch-italienischer Richtung, ‚Jahres 
bericht der «deutsch. Math. Vereinigung 1904, 
Ss. 217; ferner Entgegnung hierauf von L.Prandtl: 
Ueber «die physikalische Richtung in der Vektor 
analysis, ebenda S. 436. 

») Mareolongo und 
l’unifieatione delle notationi vettoriali, Circolo 
Math. di Palermo NXXIHI—XXVI 1907/08, Dis 


kussion darüber in 1’Enseignement mathematidque 


1909; vergl. auch das Buch derselben Verfasser: 
Omogratie vettorali, Turin 1909. 
!; Hr. Sehouten hat inzwischen in einer Zu- 


schritt Stellung genommen, die demnächst veröflfent- 


licht werden soll. \nm, d. Herausg, 
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nicht sachverständig genug bin und daß des 
halb meine folgenden Ausführungen von die- 
sem Gesichtspunkte aus vielleicht angreifbar 
sein könnten. Im übrigen arbeitet die mo 
dderne Relativitätstheorie m.t einer von der 
Vektorrechnung ziemlich verschiedenen Sym 
bolik, so daß die Rücksichtnahme auf sie in 
unserer derzeitigen Erwägungen wohl noch 
wird außer acht werden können 
Daß «die Alfinorrechnung in der vom AFIL 
vorgeschlagenen Bezeichnung möglich ist, hal 
das hübsche Buch von J. Spielreint) ga 
zeigt. 


selassen 


2. Der Gegenvorschlag und 
seine Begründung 
Gewohnheiten spielen bei allen Beze chnungs- 
Rolle, man macht sich 
schwer von ihnen los. Wenn ich im folgenden 
[für die Gibbssche Bezeichnung eintrete, 80 
bitte ich mir n’cht die Gewöhnung, die mich 
zu dieser Stellungnahme führe, als Gegen- 
argument vorhalten zu wollen. Ich habe die 
Vektorrechnung als Stud-nt in der Maxwell- 
"öoppiIschen Bezeichnungsweise gelernt und 
bin dann auf dem Umweg über eine (nicht 
veröffentlichte) Klammerschreibweise 19053 un 
\er dem Eindruck des Wilsonschen Buches ?) 


ragen eine große 


zu der Gibbsschen Bezeichnung gekommen 
und habe seither an diesem Standpunkt Test- 
sehalten, weil ich diese Bezeichnungsweise in 
der Tat für die bestdurchdachte halte ls 
kommt mir dabei nicht aul die besonderen 
Symbole an, sondern auf den Grundsatz, 
daß die Produkte von zwei Vektoren durch 
ein Zeichen zwischen den Vektoren 
bezeichnet werden » Die Gibbsschen Sym- 
Iole empfehlen sich aber durch ihre Inter- 
nalionalität ? 

Zunächst spricht hierfür ein mehr äubßer 
licher, aber nicht unwichliger Grund. ' Für 
den Unterricht muß man verlangen, daß jedes 
an die Tafel geschriebene Zeichen von einem 
passenden Wort begleitet wird. In Göllingen 
wird das skalare Produkt ab „a mit b*, das 
Vektorprodukt axb „aan b* gesprochen. Wie 
man bei der AEF-Schreibweise ®) des Vektorpro- 
eduktes Ia bl diese Forderung mit der der 
Kürze des Ausdrucks vereinigen soll, weiß ich 
nicht. denn »eckige Klammer auf, ab, eckige 
\lammer zu ist sehr unbefriedigend. und 
auch der Ersatz »Vektorprodukt ab" ist nicht 
sanz erfreulich, da die bei längeren Formeln 
nieht immer eindeutige Stellung der Schluß 


WERE pielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 
Stuttgart 1916. | 

*) E. B. Wilson: J.W. Gibbs 
New York 1901. 

3) Mit einer Ausnahme, von der noch zu sprechen 


Vektoraralysis, 


’ 


sein wird. 

) Daß die Italiener dieselbe Bezeichnung für 
las skalare Produkt gebrauchen, «die Gibbs für 
das Vektorprodukt verwendet, ist zwar ärgerlich, 
kaun aber wohl für uns kein Grund sein, die 
Gibbssche Bezeichnung deshalb abzulehven. 


) Der Kürze halber sei mir diese Benennung 
restattet, obsehon die Schreibweise selbst älter ist 
und von einer Anzahl Autoren bereits benutzt wir:l. 
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klammer keinen Jlautlichen Ausdruck findet, 
Ich stelle gegenüber: 
ash axXc=ıuax(-+0) 
„aanb plus nanc gleich 
aan bpluscin Klammern” 
und [at] + [ac] = [u(b + vV| 


„Vektorprodukt ab plus Vektorprodukt aı 
gleich Vektorprodukt a, b plus ce in Klammern”, 

Weiter ist die Kürze. wie sie sich in der Aus 
drucksweise »die Divergenz \Y- (Nabla mit 
und die Rotation!) WY> (Nabla an) kunde 
sıbt in der AFF-Schreibart auf keine Weise 
nachzuahmen. 

Wichtiger scheint mir aber der Gesichts 
punkt des inneren Aufbaues zu sein. 
wobei es mir notwendig erscheint. die voll 
ständige Lehre einschließlich des 
Alfinoers in den Vordergrund zu stellen: 
denn wo es sich um innere Folger.chligkeil 
handelt, müssen die Ansprüche der fortge 
schrittenen Hörer voranstehen. 

Daß der Affinor bei Gibbs ohne Zeichen 
zwischen den beiden Vektoren geschrieben 
wird und das skalare und Vektorprodukt mit 
einem Zeichen, ‘st sehr folgerichlig. Wenn die 
beiden dreigliedrigen Ausdrücke 

w=ia +ia, + ta 
und b tb, id, + £b. 


nach den Regeln der Klammerrechnung aus- 
multipliziert werden, so ergibt sich der neun 
sliedrige Ausdruck 

ie tiar by, POT ffa,b.. 
Zunächst ist nur anzumerken. dab die Eın 
heitsprodukte tt, 1], IT.... sämtlich als un- 
abhängig anzusehen sind, solange n’cht durch 
ein besonderes Zeichen eine bestimmie Ver 
abredung getroffen wird. Daß der Neuner- 
ausdruck eine geometrisch invarianle Bedeu 
tung hal, nämlich in seiner Eigenschaft als 
Affinor. kann man in der E nleilung andeuten 
bewiesen wird es natürlich erst später bei der 
l.ehre von den dreifachen Produkten. 

Durch die besondere Verabredung 
teil effe 1; id je 9 uw, 
die mit dem Punkt beze chnet wird. erhält 
man das skalare Produkt, durch die Ver- 
abredung 

ij ff>-0d; ji=-= it = f usw,, 
die mit dem Kreuz beze’chnet wird, das 
Vektorprodukt. 

Der symbolische Vektor V ohne Zwischen- 
zeichen vor irgend einer Größ.> bedeutet Raum- 


ıh Die in den AEF-Vorschlägen angegebene 
Spreehweise >Rotor« für rot scheint mir nicht 


empfehlenswert. Mit dem Rotor (sprachlich rich- 
tirer Rotator! wäre gegebenenfalls der axiale 
Vektor (also z.B Drehmoment W, Winkelzeschwin 
digkeit ©) im Gegensatz zum polaren Vektor als 
dem Vektor schlechthin zu bezeichnen. Man kann 


dann Sätze wie (die folgenden bilden: Die Ro- 
tation eines Vektors ist ein Rotor, «ie Rotation 
eines Rotors ist ein Vektor‘, usw. Daß die beiden 


Kirenschaften des Vektorfeldes, Divergenz (Quellung) 
und Rotation (Drehung) das gleiche sprachliche 
(Geschlecht haben, ist aus sprachlichen Gründen 


erwiinseht. 
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differentiation schlechtweg. Daß die Ableitung 
eines Skalarfeldes ein Vektor, d’e eines Vek- 
tors «in Affinor, die eines Allinors eine ge- 
richtele Größe dritter Stufe ist usw., slimml 
formal vollkommen mit den Bezeichnungen 
Vy, Vv, VP usw. Der Skalar und der 
Vektor des Affinors Wv sind dann \ +» v (Di- 
vergenz) und W7X<v (Rotation). Das zur 
Verschiebung dr gehörige Differential wird in 
jedem Falle durch dr- Y vor der Feldgröße 
erhalten, also 
dg = dr-\WVg; do = dv- dv; 
d® = dr:-WV»®. 


Wenn man den vorstehenden Text in die 
Sprache der AEF-Bezeichnungen übersetzen, 
will, so wird man feststellen, daß das keines- 
wegs glatt möglich ist. Es rächt sich dabei 
ın sehr fühlbarer Weise, dab in dieser Be 
zeichnung für das skalare Produkt von zwei 
Vektoren dieselbe Form „gewählt wie für das 
Produkt eines Vektors mit einem Skalar. Map 
wird nämlich bei der Einführung «des Opera- 
tors 7 hier zur Aufstellung folgender Sätze ge- 
führt: »Das Zeichen V vor einem Skalar lie- 
lert den Gradient, vor einem Vektor liefert 
es die Divergenz, vor e.nem Alfinor die vek- 
torielle Ableitung«. Die \7-Ableitung erzeugt 
also mit einem Skalar und mil einem Affinor 
einen Vektor, mit e'nem Vektor dagegen einen 
Skalar, eine gegenüber dem Tolgerichtetigen 
Gibbsschen Aufbau wenig erfreulich anmu- 
lende Regel. 

Kür das Produkt aus dem skalaren Produkt 
von zwei Vektoren und einem dritten Vektor 
läßt der AEF zwei Schreibwe'sen zu: (abet 
und ıab.c. Für die Affinorrechnung ist nur 
die zweite Schreibweise brauchbar. da die 
erstere den Affinor b-c zerschneiden und den 
fortzulassenden Vektor a nicht freigeben wür- 
de: es würde sich daher auf alle Fälle 
empfehlen, die Klammerschreibweise fallen zu 
lassen !). 

sei Umformungen kommt der Fall vor, dab 
das skalare Produkt in dem obigen dreilachen 
Produkt durch einen einfachen Skalar ersetzt 
werden soll, z.B. ab =n, oder 2, Folge- 
richtig würde man daher verlangen. daß dieses 
Produkt dann Ib -c=n-c bezw. 2-ı geschrie- 
ben wird. Bei Durchführung dieser Regel für 
alle Produkte eines Skalars mit enem Vektor 
würde auch die oben dargelegte Regelwir! 
schaft aufhören, da der Gradient jetzt V-y 
schrieben werden müßte und so in einer Reihe 
mit der Affinorableitung des Vektorfeldes 7 -v 
stehen würde. Allerdings würde man sich 
mit dieser Festsetzung mit den üblichen 
Schreibregeln der Algebra etwas in Wider- 
spruch setzen. Dem gegenüber scheint «#8 
richtiger, die Algebra so zu lassen, wie sie ist. 
und dafür, damit ein folgerichtiges System ent- 
steht, das Gibbssche Verfahren anzunehmen. 
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I) Auch die alte Schreibweise (a grad) V anstatt 
d- Wo bei Gibbs sollte fallen gelassen werden, da 
WW» als Ableitung von b (Affinor) den engeren 
Begriff bildet, 


* 
% 


Für sehr vorteilhaft halte ich die Freiheiten 
und erwarte, daß auf diese Art leichter im 
laufe der Zeit zu einer vollständigen KEini- 
sung zu gelangen sein wird, als auf dem Weg 
der Festsetzung einer einzigen Schreibweise 
Übrigens scheint es mir nicht ausgeschlossen. 
daß sieh gewisse Freiheilen auch noch im 
Dauerzustand erhalten werden 

Zul. In späterer Zeil, wenu die Vek- 
lorenrechnung sich allgemein durchgesetzt hat, 
wird es vielleicht (wenigstens in gewissen Ge- 
bieten) möglich sein, auf die äußerliche Kenn- 
zeichnung der Bezeichnungen für Vektoren 
deutsche Buchstaben, Querstriche usw.) ganz 
zu verzichten und die Alphabete gänzlich 
Yreizugeben. 

Zu Zusalz 2. In der Streckenrechnung 
könnte man wohl mit AB ohne weiteres 
Zeichen auslangen 

Zu 2. Die Anwendung der Bezeichnung A 
für Al sollte im Text (wenigstens generell) an- 
zukündigen sein. 

Zu 3. Die Bezeichnung NP fällt stark aus 
aus den: Rahmen der üblichen Schreibweise 


r 
heraus. In vielen Fällen dürfte Ef genügen. 
\x 

In meinen Vorlesungen wende ich (übrigens 
auch bei komplexen Zellen) das von Kron- 
eeceker (z. B. Einfache und vielfache Integrale 
S.173) für reelle Größen eingelührte Zeichen 
sign A (gelesen Signum A) an und möchte 
dieses zur Beratung stellen. 

Zu 6. Hier wäre ich sehr dafür, das 
(Gibbsische X als Lizenz zuzulassen leh 
möchte sogar meinen, daß diesem die Zu 
kunft gehört, wenn es auch jetzt ‚noch wenig 
verwendet wird (weswegen ich sogar in meinen 
.lementen der höheren Mathematik | ver 
wendet habe, obwohl ich X bei weilem vor- 
gezogen hälle und auch in den Vorlesungen 
sebrauche). 

Zu 11. Nach meinen Erfahrungen schein! 
sich die Einführung eines eigenen Zeichens Ar 
nicht recht zu lohnen 

Zu den Erläuterungen zu6. Die 


Schreibweise |ab| opfert einen ganz wesent 
lichen Vorzug der Bezeichnung von MResal 
und Ileun, nämlich die bequeme Bezeich 


nung ab. 

Zu den Erläuterungen zu 41. Der 
angeführte Unterschied verdient «die ausdrück 
lichste Ilervorhebung 
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\ein Bedenken richtet sieh in erster Linie 
gegen die in 6 vorgeschlagene Verwendung 
der eckigen Klammern für das Vektorproduk! 
Von allen mir bekannten Arten der Bezeich- 
nung ist mir diese stets als die einzig un 
brauchbare erschienen. Der Umstand, daß 
die Eneyklopaedie der Mathemalischen Wissen 
schaften diese unglückliche Wahl getroffen hat, 
sollte keinen Grund bieten, sie zu perpetuieren. 

Schon bei dreifachen oder vierfachen Pro- 
dukten wird die Schreibweise ganz unüber 
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sichtlich: der in dem Zusalz zu 5« als not- 
wendig anerkannte Verzicht auf den Gebrauch 
(der eckigen Klammern zu jedem anderen Zweck 
ıst eın Jäsliveer Zwang \us «diesen außberen. 
sowie aus inneren Gründen halte ich die von 
\nderen aufgestellle Forderune für berechtigt 
man müsse für das vektorielle Produkt ein 
Operalionszeichen, nicht aber ein Funktions 
eichen als welches di Klammer doch an 
gesehen werden kann) benutzen. Warum nicht 
das von Burali-Forli und Marcolonso 
vorgeschlagene Zeichen übernehmen? Es 
schreibt sich leicht und rasch. Fällt sofort ins 
\use. und wenn man "wie ich es sit Jahren 
im Unterricht tue) dafür das Worl Dach 


sebraucht. welches den Vorzug hat, einsilbig 
u sein. so wird auch der mündliche Vortrag 
sehr erleichtert. Wie man. saot drei mal 
lunf so sagt man 

A Dab PB für A.-B= [AB 


Die in 5 vorgeschlagene Bezeichnung des 
skulsaren Produktes gibt zu solehen Bedenken 
keinen Anlaß Benutzt man aber stalt ihrer 
das liegende Kreuz ADB (sprieh: »A Nieuz De 

ebenfalls einsilbig!, so halt man’ den Vor 


teil, daß skalare Faktoren, wie AXxX®B nich! 
durch Klammern oder durch den Punkt ab- 
setrennt zu werden brauchen: A\xX<®BE ist 
nicht mißzuversltehen. 

Der Punkt bleibt alsdann für andere Zwecke 
noch frei. sei es zur Bezeichnung der Zahlen- 
multiplikalion, sei os für das Produkt zweier 
Oualternionen, dessen Verwendung sich manch- 
mal inmitten von vektoriellen Rechnungen 
empfiehlt 

Das dreifache Produkt AIDB 6] IA B]6 
einfach durch ABG zu bezeichnen, ist zwar 
unanfechtbar; doch scheint es mir. bei der 
sroßen Wichtigkeil dieses Ausdrucks, Or- 
wünscht. ein Symbol dafür zu haben, als 
welches die eckige Klammer dienen könnte 
wenn sie nieht für das veklorielle Produkt ver 
wendet wird 


A.-BAE- A<B.E= [ABO] 
Sehr erfreulich ist die in dem  Zusalz 
zu 11 allerdings mit einem Druckfehler 


in der Zeile 8 lormulierte Unterscheidung 
ohne welche die unangenehmsten Konfusionen 
zu befürchten sind 

varlsruhe  Boehm Io1 


(Redaktionsschluß 30. April 1922.) 


Berichtigung 


zun Aufsatz: Ueber die Biereune Jdurehlaufender Platten und der rechteckizen Platt« 


mit freien Rändern, 


Bi 2, 8. 1-1922. 

















=... Be Statt (m’a” + n°b*)? ist zu setzen m?b? + n’a®)”. 
R u. nn. a mITAa ° N mITda m Ta 
S. 15, 6Gl. #7. In «der Summe ist für SU + im Zähler zu schreiben „IM - 7» 
) 
S. 16, @l. 56. Vor dem zweiten Glied Zähler ist das + Zeichen in ‚„ vor dem «dritten 
Glied im Zähler ist das Zeichen in + ahzuändern. 
3-2 : y 
N. 16. Gl. 54 Statt ist zu setzen h 
ıi +3 v 
, P MITTE, mTTX 
=. 37. GL, 38, Statt eos ist zu setzen c08 
h a 
S. 17, @. 65. Das Vorzeichen vor dem Ausdruck ist in abzuänıdern. 
23. Gl. 92. Nach q " bezw. nach en fehlt das = Zeichen. Nadai. 
ER tIIIIITIIIIIININIIIKININ III DIIIIIT III IK IIITIITTIT TI + + sig .00r0 .... +. nuzzzü vo... .. . 
Zur Beachtung! 
I Wir bitten dringendst um sorgfältigste Ueber- stellt die Lieferung der Zeitschrift ein. — Von dem 


wachung «des Eingangs der ven uns bezogenen 
Zeitschriften. Etwaige Unregelmäßigkeiten, wie das 
\usbleiben einzelner Hefte, bitten wir unverzüg- 
lich «l«m Bestellpostamt zu melden und auf Abstel 
Inng «ler Fehler oder Nachlieferung nicht empfan 
vener Hefte zu bestehen. Die Postümter sim! zur 
Entzezrennahme und Erledigung der Beschwerden 
verpflichtet. lirst wenn keine Abhilfe eintritt oder 
die Nachlieferung endgültiz unterbleibt, bitten wir 
uns zu benachrichtigen. 

2) \on dem Wohnungswechsel bitten wir stets sofort 
das Postamt (des alter Wohnsitzes zu verständigen 
und bei diesem die Umleitung «ler Zeitschriften an 
das Postamt des neuen Wohnsitzes förmlich zu be 
antragen. Diesem Antrag sind 4 Mk. für jede Zeit 
sehrift brizufügen. Unterbleibt die Zahlung, so 
werden «die Anıräze nicht erledigt und die Post 


Wohnungswechsel ist außerdem noch der Verlag 
zwecks Berichtigung seiner Berieher - Kartei un- 
mittelbar zu verständigen. e 

3 Es kommt neuerdings häufiger vor, daß die Mit 
olieder (les V. d. I. und sonstigen Bezieher unserer 
Zeitschriften. soweit diese durch den l’ostzeitungs 
dienst geliefert werden, einzelne Hefte doppelt er 
halten. Wir bitten alle Bezieher dringend, Doppel 
sendungen, auf (ie ein Anspruch nicht besteht, wie 
überhaupt alle Sendungen, «ie über den berech- 
tigten Anspruch linausgehen. «ım Postbeamten 
sofort wieder mitzugeben. mit dem Auftrage, dafür 
zu sorgen. daß (lie Hefte den richtigen Empfängern 
zuxrestellt werden. Die Post ist zur Zurücknahm 
dieser Hefte verpflichtet; wenn Doppelsendungen 
häufiger vorkommen, dann bitten wir, uns ver- 
ständigen zu wollen. 
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